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Vorwort. 


D.: Journal für dıe reine und angewandte Mathematik. welches 


Ende 1825 durch Crelle gegründet wurde, war damals das einzige seiner 


Art in Deutschland und, mit Ausnahme des ın Montpellier erscheinenden 
(Gergonneschen Journals, das einzige ın Europa. 

Es lag ın der Natur der Sache, dass das ım Vorwort zum ersten 
Bande enthaltene Programm e„leichzeitig die Erweiterung der Wissen- 
schaft und die Verbreitung derselben als Zwecke des Unternehmens 
hinstellte.. Beide Zwecke sind unter Crelles Redaction neben einander 
verfolet worden. und wenn der erstere in den Vordergrund trat, so lag 
dies hauptsächlich an dem seltenen Glück, dass das Journal von so her- 
vorragenden Forschern wıe Abel, Jacobi, Dirichlet und Steiner zur Veröffent- 
lıehung ihrer Arbeiten gewählt wurde. 

Als ich nach Crelle's Tode Anfang 1856 die Redaction übernahm. 
modifieirte ich im Vorwort zum 53sten Bande das bisherige Programm da- 
hin, dass ich die Erweiterung der Wissenschaft als alleinigen Zweck 
des Journals bezeichnete, was um so angemessener schien, als in den ın- 
zwischen in Deutschland neu entstandenen mathematischen Zeitschriften 
für die Verbreitung der Wissenschaft Raum geschaffen war. 

Indem ich nach Verlauf von mehr als 12 Jahren den 17! unter 
meiner Redaction beendigten Band dem Publieum übergebe, habe ıch nur 
zu erklären, dass ich die bisher befolgten Grundsätze ungeändert aufrecht 
erhalte und nur Original- Untersuchungen aufnehme, welche durch ıhre 


Resultate oder die Begründung derselben neu sind. 














IV Vorwort. 


Diesem Programm gemäss wird nach wie vor denjenigen Abhand- 
lungen, welche neue wohldurchdachte Gedanken in knapper von unwesent- 
lichem Beiwerk freier Darstellung entwickeln, vor allem Andern der Vorzug 
gegeben. Dagegen kann dıe mathematische Production in die Breite, welche 
wie zu allen Zeiten, auch ın der unsrigen ihre Freunde hat, durch das 
hiesige Journal ın keiner Weise begünstigt werden. 

Wenn meine geehrten Herren Mitarbeiter, wenn die mathematischen 
Forscher Deutschlands, denen sıch nıcht selten fremde Forscher als Freunde 
oder willkommene Gäste anschlossen, mein Journal wie bisher mit ihrer 
Unterstützung beehren und diejenigen ıhrer Arbeiten, in welchen sıe eine 
Erweiterung der Wissenschaft erkennen, mir zur Veröffentlichung anver- 
trauen —., so wird dıes Journal, wıe zu hoffen ıst, auch darın seinen Beruf 
zu erfüllen fortfahren, dass es die mathematischen Journal- Abhandlungen, 
ın welchen sıch der durch deutsche Arbeit erreichte Fortschritt der Wissen- 
schaft niedergelegt findet, an einem Orte sammelt und vor einer dem 
Studium nichts weniger als förderlichen Verstreuung bewahrt. 


Berlin, den 21. December 1868. 


Borchardt. 
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Ueber die Auflösung der Gleichung 
++ tan, = f.u*r). 
(Aus den hinterlassenen Papieren von €. @. J. Jacobi mitgetheilt durch Herrn E. Heine.) 


$S. 1. Die Aufgabe wird gestellt. 
In dieser Gleichung bedeuten die Grössen 


Ti» To» . . . % 


n 


beliebige ganze positive oder negative Zahlen, und die Coefficienten des aus 
ihnen gebildeten linearen Ausdrucks, 


a RR 


gegebene ganze positive oder negative Zahlen, ferner f den allen diesen Coel- 

ficienten gemeinschaftlichen Theiler, wenn sie einen dergleichen haben, oder 

die Einheit, wenn sie mit keinem. gemeinschaftlichen Theiler behaftet sind. 
Es soll für die Grössen 


Ti be) Tre . . . ey 


mittelst linearer Substitutionen eine gleiche Anzahl anderer Grössen eingeführt 
werden, welche ebenfalls jede beliebige ganze Zahl werden können, wenn man 


für &, %, ... x, entsprechende Werthe setzt, und es soll eine derselben 


* 


Das hier aufgestellte und gelöste Problem ist das nämliche, auf welches Jacobi 
(Monatsbericht der Berliner Akademie aus dem Jahre 1848, S.414— 417) die Re- 
duction quadratischer Formen auf die kleinste Anzahl Glieder zurückführt. Er ver- 
spricht dort eine Lösung desselben an einem anderen Orte, während er in dem Abdruck 
des obengenannten Aufsatzes im 39°" Bande des Crelleschen ‚Journals S. 290 —292 und 
im 2'n Bande von Jacobis gesammelten Werken 8. 135 —138, welcher einige Ab- 
änderungen in der Redaction enthält, ‚bei einer andern Gelegenheit mehrere Methoden 
hierfür angeben“ will. In der vorliegenden Arbeit lernt man vier Methoden kennen. 

An derselben Stelle S.291 des Abdrucks ım Journal und S. 137 der gesammelten 
Werke findet man eine wichtige Bemerkung unter dem Texte, die im Monatsberichte 
fehlt, in welcher Jacobi von periodischen Algorithmen spricht, auf welche man bei 
Einführung gewisser Grenzbedingungen geführt wird. Die weitere Ausführung dieser 
Andeutungen bildet den letzten Theil des mir vorliegenden Manuscriptes, — die Theorie 
der kettenbruchähnlichen Algorithmen. 

Man kann wohl annehmen, dass das Manuscript entstand, als Jacobi die Abhand- 
lung aus dem Monatsberichte für das Journal redigirte, also spätestens im Anfange 
des Jahres 1850, da die in demselben Hefte folgende Arbeit von Jacobi das Datum 
des 17. März 1850 trägt. Andrerseits wird man aus einem Citate ersehen, dass das 
Manuseript frühestens am Anfange des Jahres 1849 begonnen wurde. H. 
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durch die Gleichung 
tm + +0, = f-u 
gegeben sein. 

Ich will zuerst einige Bemerkungen über die Beschaffenheit der anzu- 
wendenden Substitutionen voranschicken. 

Man nenne zwei Systeme Grössen, von denen jedes durch das andere 
mittelst linearer (homogener) Gleichungen definirt wird, und welche, wie es 
hier der Fall sein soll, die Eigenschaft haben, dass immer wenn man für die 
Grössen eines von ihnen ganze positive oder negative Zahlen setzt, auch die 
Grössen des andern Systems ganze positive oder negative Zahlen werden. 
äquivalente Systeme Grössen. Man nenne ferner reciproke Systeme Gleichungen 
zwei Systeme linearer Gleichungen, von denen das eine ein System Grössen 
(B) durch ein anderes System Grössen (A). das andere umgekehrt die Grössen 
(A) durch die Grössen (B) ausdrückt. Nach einem Satze der Algebra haben 
die Determinanten zweier Systeme von linearen Gleichungen, welche durch 
Umkehrung aus einander erhalten werden, reciproke Werthe, oder es haben 
reciproke Gleichungen reciproke Determinanten. 

Man erhält zwei äquivalente Systeme von Grössen (A) und (B). wenn 
man für die Grössen (B) solche lineare Ausdrücke der Grössen (A) setzt, 
in denen die Coefficienten beliebige ganze. Zahlen sind. deren Determinante 
+1 ist. Denn weil die Coefficienien dieser Ausdrücke ganze Zahlen sind, 
so werden immer die Grössen (b) ganze Zahlen, wenn man für die Grössen 
A) ganze Zahlen setzt. Wenn man ferner die Gleichungen. welche die Grössen 
(B) durch die Grössen (A) ausdrücken, auflöst, so wird ihre Determinante, 
zufolge der für die algebraische Auflösung linearer Gleichungen bekannten 
Formeln. der gemeinschaftliche Nenner, mit welchem in den durch die Auf- 
lösung erhaltenen reciproken Gleichungen die Coelfficienten der Grössen (B, 
behaftet werden. Da nun nach der Voraussetzung diese Determinante +1 
ist, so werden auch die Coeflicienten der reciproken Gleichungen ganze Zahlen. 
Es müssen daher immer auch die Grössen (A) ganze Zahlen werden, wenn 
man für die Grössen (B) ganze Zahlen setzt, oder es sind die Grössen (A) 
und (B) äquivalent, was zu beweisen war. 

Auf die im Vorstehenden angegebne Art erhält man alle einem ge- 
sebnen Systeme Grössen äquivalenten Systeme, oder es gilt auch der umge- 
kehrte Satz, dass die Coefficienten der Gleichungen, welche ein System Grössen 


durch ein anderes äquivalentes ausdrücken, ganze Zahlen sein müssen, deren 
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Determinante den Werth +1 hat. Dies ergiebt sich durch folgende Be- 
trachtungen: 

In den Gleichungen, welche die Grössen (B) durch äquivalente Grössen 
(A) ausdrücken, setze man eine der Grössen (A) der Einheit und alle übrigen 
der Null gleich, so werden die Coeflicienten dieser Grössen in den verschiedenen 
Gleichungen die Werthe, welche die Grössen (B) für eine solche Bestimmung 
der Grössen (A) annehmen. Wenn man für die =1 gesetzte Grösse nach 
und nach alle verschiedenen desselben Systems nimmt, werden auf diese Weise 
sämmtliche Coeflicienten Werthe, welche die Grössen des einen Systems an- 
nehmen, wenn man für die Grössen eines äquivalenten ganze positive Zahlen 
(hier OÖ und 1) setzt. Es müssen daher zufolge der Definition äquivalenter 
Systeme die Coeflicienten der Gleichungen, welche die Grössen (B) durch 
andere äquivalente Grössen (A) ausdrücken, ganze Zahlen sein. Aus dem- 
selben Grunde folgt, dass auch die Coefficienten der reciproken Gleichungen, 
welche die Grössen (A) durch die Grössen (B) ausdrücken. ganze Zahlen sein 
müssen. Es werden hiernach auch die Determinanten der beiden reciproken 
Systeme Gleichungen, welche die Grössen (B) durch die Grössen (A) und 
welche die Grössen (A) durch die Grössen (B) ausdrücken, ganze Zahlen, da die 
Determinanten ganze Functionen der Coeffieienten sind, und zwar müssen sie 
zufolge des oben angeführten Satzes solche ganze Zahlen werden. welche 
reciproke Werthe haben. Es ist aber +1 die einzige ganze Zahl, deren re- 
ciproker Werth auch wieder eine ganze Zahl ist, und es müssen daher diese 
Determinanten den Werth +1 haben. 

Dem Vorstehenden zufolge kommt die vorgelegte Aufgabe mit der 
Aufgabe überein, wenn eine Reihe von n Zahlen 


Po &, 


gegeben ist, deren gemeinschaftlicher Theiler f ist, n—-1 andere Reihen von n 
Zahlen von der Beschaffenheit zu finden, dass die Determinante der n' Zahlen 
—= +f wird. Unter dieser Form hat neulich Herr Hermite die vorgelegte Auf- 
gabe in einer lehrreichen Abhandlung behandelt *). 

Ich werde jetzt, nachdem ich diese Bemerkungen über die anzuwenden- 
den Substitutionen zur Erläuterung der Aufgabe vorausgeschickt habe, mehrere 
Auflösungen derselben mittheilen. Die beiden ersten Auflösungen setzen vor- 


n 


aus, dass man zwischen den Grössen z,. X,, ... x, nach Belieben eine ge- 
*) Liouville, Journal de math@matiques T. XIV, annde 1849, p. 21—30. M. vergl. 
den Schluss der Bemerk. auf 8.1. H. 
1 * 
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wisse Reihenfolge annimmt, und man wird, je nachdem man diese oder jene 
Ordnung, in welcher sie auf einander folgen sollen, festgesetzt hat, die ver- 
schiedensten Resultate erhalten können. Die dritte Auflösung ist von dieser 
Willkür grossen Theils befreit, und behandelt die Grössen &,, &. ... x, auf 
mehr gleichmässige Weise. Diese drei Auflösungen beruhen auf der wieder- 
holten Anwendung des Verfahrens, durch welches der gemeinschaftliche Theiler 
zweier gegebenen Zahlen gesucht wird. Es giebt aber noch eine andere Auf- 
lösungsmethode, welche sich anderer Algorithmen bedient, die mannigfaltigster 
Anwendungen auf Arithmetik und Analysis fähig sind *); diese Methode wird 
hier als die vierte mitgetheilt. 


8.2. Die Autgabe wird auf eine einfachere zurückgeführt. 


Da f der grösste gemeinschaftliche Theiler der Zahlen o,, &, ... «, 
ist. so werden die Zahlen 


En 


ra er 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Man kann daher die vorgelegte 
Gleichung mittelst Division durch f immer auf eine andere zurückführen, in 
welcher f= 1 oder die Coefficienten der Gleichung keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben. Es kann dann der Fall eintreten, dass auch eine kleinere 
Anzahl dieser Coefficienten keinen gemeinschaftlichen Theiler hat. Dieser Fall 
wird sogar die Regel bilden. da schon für ein mässig grosses » die » Coef- 
ficienten sehr grosse Werthe haben müssen, wenn je »—1 derselben einen 
gemeinschaftlichen Theiler haben sollen **). Es lässt sich aber in diesem 
Falle die Gleichung auf eine andere zurückführen, welche eine geringere An- 
zahl Variabeln enthält. 


*) Das Manuscript fährt hier folgender Massen fort: „Da diese mehrerer Ent- 
wicklungen bedürfen, so werde ich dieselben an einem andern Orte mittheilen, und 
hier nur die Auflösungen auseinandersetzen, welche sich an die gewöhnlichen Methoden 


anschliessen, da es gut schien, diese zuvor mit Sorgfalt zu erörtern“. Von diesem 


ursprünglichen Plane weicht Jacobi ab, indem er nicht nur die vierte Methode sondern 
auch jene Anwendungen mittheilt. Ich musste mich daher zu einer Aenderung ent- 
schliessen und nahm hier noch die vierte Metliode auf. Die Anwendungen sind der 
(tegenstand der folgenden Arbeit, welche den Titel erhalten hat, den ihr Jacobi als 
Ueberschrift eines Abschnittes gab. H. 

*#*) Unten, bei der dritten Lösung, ist dieses weiter ausgeführt, und ein Beispiel 


für n=5 gegeben (cf. 8.6). H. 
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Wenn nämlich von den » Coefficienten schon eine kleinere Anzahl. 


z.B. die Coefficienten 


Os O5. 2) . . [64 


m» 


keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so zerfällt die Gleichung 


0,0402 *'- ra, = u 
in zwei andere 
0 mr +00. = 0, 
= U On Em u are 


Die Aufgabe kommt dann bloss auf die Auflösung der ersten Gleichung zurück. 
Hat man nämlich &,, ®©,, ... x, durch ein äquivalentes System von m an- 
deren Grössen, von denen eine die Grösse vo ist, 

I Ba or Be 
ausgedrückt, so hat man nur nöthig in diesen Ausdrücken für » seinen Werth 
aus der zweiten Gleichung zu substituiren. Man hat dann die gegebenen 
Grössen 7, , 5. ... x, durch die Grössen 


- 


“= . PB . ed a Eu U, In 1 . Lin l Ü “ ii we TI, 


ausgedrückt, und diese Grössen bilden. wie verlangt wird, ein den gegebenen 


Grössen €. %, ... x, äquivalentes System, zu welchem die durch die ge- 
sebene Gleichung bestimmte Grösse « gehört. Denn wenn nach der Voraus- 
setzung die Grössen £,. &, ... 2, und 2, 23» .».. 2„_,, © äquivalent sind. 
d.h. wenn die Grössen 2. 3. - .. 3,_,, © immer ganze Zahlen werden. 
sobald x,. &,. ... x, ganze Zahlen sind. und umgekehrt, so werden auch die 
Grössen 23,. 33. - -. Ba_ı» U, Imrıs Imz29 «++ X" Immer ganze Zahlen. wenn 
Ts X, ... x, ganze Zahlen sind. und umgekehrt. und es werden daher auch 


diese beiden Systeme Grössen äquivalent sein. 

Giebt es mehrere Gruppen von Coelficienten, welche keinen gemein- 
schaftlichen Theiler haben. so kann man jede solche Gruppe für die Coef- 
licienten &,, &%, ... eo, nehmen. und sich begnügen. in Bezug auf dieselben 
das obige Verfahren anzuwenden. nach welchem nur für die Variabeln,. in 
welche die Coeflieienten der gewählten Gruppe multiplieirt sind, neue Variabeln 
eingeführt werden. Je nachdem man diese oder jene Gruppe erwählt, wird 
man ganz andere Lösungen erhalten. Um auf die einfachste Art zu einer 
allgemeinen Lösung zu gelangen. wird man hierbei diejenige Gruppe wählen. 
welche die kleinste Anzahl Coeflicienten. die keinen gemeinschaftlichen Theiler 
haben, umfasst, weil man dann eine grössere Anzahl von den gegebenen Va- 
riabeln beibehalten kann, als dies bei einer andern Wahl der Fall sein würde. 
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Ist einer der Coefficienten z. B. @«,=1, so hat man die Grössen w, &,. &,,... x, 
selber als das einfachste, den Grössen &,, &,. ... x, äquivalente System 
Grössen. so dass man hier nur für eine Variable x, eine andere einzuführen 
hat, um die einfachste Lösung zu erhalten. 

Aus dem Vorhergehenden erhellt, was von Wichtigkeit für die dritte 
Lösung ist, dass man die Aufgabe immer auf die Auflösung einer Gleichung 
0,01 +: m +. +0,07, = U 
zurückführen kann, in welcher die Coefficienten so beschaffen sind, dass es 
keine Zahl giebt, welche sie sämmtlich theilt, während je n—1 derselben einen 

gemeinschaftlichen Theiler haben. 


8. 3. Die Aufgabe wird in einem besondern Falle gelöst. 


Ehe ich die verschiedenen Lösungen der allgemeinen Aufgabe mittheile., 
will ich mich zuerst mit dem leichtesten und einfachsten Falle zweier Variabeln 
beschäftigen, nämlich mit der Gleichung «,x, +«,x0, = f.u, da die Lösung der- 
selben das Element bildet, aus dem die Lösung der allgemeinen Aufgabe zu- 
sammengesetzt werden kann. 


Da nach der Voraussetzung 
& de. 
— und — 
f [ 
ganze Zahlen sind. welche keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, so kann 
man zwei positive oder negative ganze Zahlen 5 und y bestimmen, welche 


der Gleichung 
& 





A RT Mn TOR 
/ f [? f = 
genügen. Multiplieirt man diese Gleichung mit f.« so erhält man 
0.yua—.Du = f.u 
oder allgemeiner 
\ 3 \@ u 
a yu— 72 +0, (73 Pu = fm, 
wo 3 eine beliebige ganze positive oder negative Zahl bedeutet. Man kann daher 
 . 
I, = a Zu 
) a 
nr = -u+—z 


setzen. Diese Gleichungen enthalten die verlangte Auflösung der vorgelegten 
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Gleichung. Denn, da die Ausdrücke rechts ganze Zahlen zu Coefficienten haben. 
deren Determinante 


174 


9 


Fy o, 
* Un walk 
der Einheit gleich ist, so ist das System der Grössen « und z, von denen 
eine die durch die vorgelegte Gleichung bestimmte Grösse « ist, dem Systeme 
der Grössen x, und x, äquivalent. 
Durch Umkehrung erhält man aus diesen beiden Gleichungen 
4,0 tn = f.u, 
Patym = 3 


von denen die erste die vorgelegte Gleichung selber ist. 


$. 4. Erste Auflösung der Gleichung & 2, +0,20, +. +2. = f.u. 


Es sei 5, der gemeinschaftliche Theiler von «, und ©, so kann man 
zufolge der im Vorhergehenden gelösten Aufgabe für die Grössen x, und «x, 
ein äquivalentes System anderer Grössen z, und y, von der Beschaffenheit ein- 
führen, dass 

ara = frya- 
Es sei ferner f, der gemeinschaftliche Theiler von f, und «,. so kann man 
ein äquivalentes System anderer Grössen 3, und 


J As 


für die Grössen y, und «; 
y, von der Beschaffenheit einführen, dass 

hYyıt 030, = sy; - 
Fährt man so fort, und nennt allgemein f; den gemeinschaftlichen Theiler von 
f;_ı und «,, so hat man das folgende System Gleichungen *): 


0,2, 703%: - f»Y: » 
I 


\ hy: +0 = hy; 
a, |kyram = fm 


Ir Y—.Tt Gn—ı In—1 m fa-ı Ya—ı> 
\ AR Yn- 1 + 0, T, m 4 Y ® 
Da f, der gemeinschaftliche Theiler von f;_, und «,, f;_, der gemeinschaftliche 





*) Eine spätere Hinzufügung zum Manuscripte machte hier eine Kedactions- 
änderung erforderlich. H. 
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Theiler von f;» und «,_, u.s.f., f, der gemeinschaftliche Theiler von f, und 
endlich f; der gemeinschaftliche Theiler von «, und «, ist, so wird f; der 
gemeinschaftliche Theiler der Zahlen &,. &, ... @,. Es ist daher f, der 


hm) 


gemeinschaftliche Theiler aller Zahlen «,, &, ... «,. und daher ist f, der 
Theiler f selbst. Es kommt also y, mit u überein. 


0. 


Da z, und y, ein den Grössen x, und x;. und 2, und y, ein den Grössen 
y, und x; äquivalentes System ist, so sind 2,, Y2, 2, 9; den Grössen &,, &. 
Y., X; äquivalent, oder es ist 3,, 2, 9, ein den Grössen z,, 2%, 2; äqui- 
valentes System. Ebenso ergiebt die Zusammenstellung aller Substitutionen. 
aus welchen die Gleichungen (1.) erhalten worden sind, dass 


Sı» Yan S25 Ya» Da» Yan - ++ Su29 Any Bnıy U 
ein den Grössen 
Lisa Dres Yas Lo Yo Los - +. Yn-29 La-19 Yn-19 In 
äquivalentes System Grössen sind, woraus folgt, wenn man die beiden Systemen 
gemeinschaftlichen Grössen fortlässt, dass das System der Grössen 
u un 
dem System der gegebnen Grössen 


Tıs T2s N .o. T 29 T.—19 T 


n 


äquivalent ist. Da nun aus (1.) die Gleichung 
424m 4+ +0,18, tr, = f.u 

folgt, so haben wir für die Grössen &,, #2, ... x, eine äquivalentes System 
anderer Grössen eingeführt, von denen eine die durch die vorgelegte Gleichung 
bestimmte Grösse « ist, was die Aufgabe verlangt. 

Um die Substitutionen selbst zu erhalten, durch welche im Vorigen für 
die gegebenen Variabeln nach und nach andere äquivalente eingeführt worden 
sind, suche man solche positive oder negative ganze Zahlen 


A . A . ’) Ay 
Pıs /ı> Pr, 72» ar (n—19 / n—19 


welche den Gleichungen genügen 


] » 
A Yı = apı = f: » 


\ Ya O3 [92 => Rs» 


| 
| PAR, REF ; 59 > DABE a u* 


Man wird alsdann, zufolge der von der Elementaraufgabe gegebenen Lösung, die 


(2.) 


\ 


Gleichungen 
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&, y a 
| u ah 2 a ", — 3, T f Bio 

5 
Us Yfz— — Zas 7 > I — Bin. 

3. ( / 9 / . f; 
r Ü A l 

Y.- ı = VoriEn acc An 1° re. -3 BT 7 ? F S 
n 1 


haben. von denen je zwei in derselben Horizontalreihe befindliche die ent- 
sprechende von den Gleichungen (1.) ergeben. Ausserdem erhält man noch 
durch Auflösung von je zwei in derselben liorizontalreihe befindlichen Glei- 


chuneen die folsenden: 


-_ — ) » ] Mr » 
2ı — Pı%, TYıTas 
3 »y ty X 
4 ; (72 Ya En 
a > .) Ar » 
“u—l j In ı Yn—ı I /n ı Tu: 


Umgekehrt wird man aus den Gleichungen (1.) und (4.) die Gleichungen 
(3.) erhalten. 
Mittelst der Gleichungen (1.), (3.). 4.) kann man leicht durch Elimi- 


nalion der »—2 Hülfsgrössen 


Yı» MY -- + Ya-ı 
die beiden äquivalenten Systeme Grössen 


ra Mr ae 


unmittelbar durch einander ausdrücken. Man kann nämlich aus den Gleichungen 
(1.) durch successive Substitution. indem man die letzte Gleichung forllässt. 
die Hülfsgrössen 

De a a Me 


durch &,. %.... 2 ausdrücken. Die Substitution dieser Ausdrücke in 


n—I 
(4.) und in die letzte der Gleichungen (1.) giebt dann die verlangten Aus- 
drücke von 2,, 3, ... 3,_1, 9, durch &,. ©. ... x,. Auf ähnliche Arı 
werden aus dem ersten System der Gleichungen (3.). indem man von der 
unlersten Gleichung anfängt und die erste fortlässt. durch successive Sub- 
stitution die Ausdrücke der Hülfsgrössen %,. Y» - - - 4.1 durch y,, 2,_ı- 
2,23... 2, gefunden, deren Substitution in die übrigen Gleichungen (3.) die 
Ausdrücke von &,, 2%, ... &, durch 3,. 3, ... &,_1, 4. giebt. 
Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft ı. 2 
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Aus den Gleichungen 
Yy: = Ct ran, 


hy = kyt+ %0;, 


fn-ı Ya—ı an FR -2 Yn—? FR G.—1 LI. 
erhält man nach und nach 


yY = ne a 1 
Zi ;_ = Iı 77 I2r77 %o 
5.) ; f; Ay 
|, — Bo + Bee EINE SG... 
. 7 da . Lu--1: 
Aue fa ı er ARE de 


Substituirt man diese Ausdrücke in die Gleichungen 


a = Pi Ct YıTa, 


a, = hypt+tyız: 


Zn = Bier + Yn—1%u3 


ur ‚ &ı 


Yn — zur u RT, rn 7 
f. fi 
so erhält man die folgenden Ausdrücke der neuen Variabeln 
31» 32» . . . Bn—la U 


aus den gegebenen &,, &2, ... X,: 








= 
u PıXı +Yı Tas 
oJ \ 
ic 7, As T&X)TY2Tz, 
2 
ß; ; , | w 
3 = TU ++ 0) +YT,: 
6.) : 
RR Pam (tt: + Y_ı® 
n—l IT RI TH G,-1Fu-ı) T /n-ı%ns 
fat 
1 
ders z, un tom +2 + tanzen). 
n 


Die letzie von diesen Gleichungen ist die vorgelegte Gleichung selber. 
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Aus den Gleichungen 


ie Ar ur - 
Ya-ı 4 f} Ye 1 Y n Aa ” ur | 0 
7 
r PR Ru—1 er 
Y.- 2 "fan Yn- u TR 


bezeichnet. die folgenden Werthe der Hülfsgrössen „,, 9;. y,_' durch 


die neuen Variabeln ausgedrückt: 


n—1 Zn 


u, 32% 4.7 x 
n 





y.i - 
gr I" On 2n—1 ‚ze 19n— 2 
a: Rn et, 
| fa Fe l 


er 


n—1 


\Ya-3 = n—3 Yu NZ ——— — TE een: 


= 
'tn—I 2 Rn Sn—ı 


ni > &, 2, a,%. 
ya = ty Samt 2 


Wenn man diese Werthe in die folgenden Gleichungen substituirt, welche in 


dem System der Gleichungen (3.) enthalten sind, 


' Fan Sn—t 
| I, za; er [ ME Y. ie re "u 


fa 
m 
Ft en—? 
. 
Fi 


T,-ı u — DB, 9-1 





\ 
a3 
| i 1 
u: Zn — Pi yı+ . 
2 
&, S, 


Tı — SF, 


- 


so erhält man, wenn man u für y, setzt, 
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2 = ji u a 
a  TAFT Es . 
n 
) \ —| Ru n—ı | 33.2 
L.—1 In 2 » l Ur ee a 
en | f. fe 
N a ji \ / i u p"- 2? On Sn—1 ' Rn—1n— | N n—3 2n—3 
cz n—J en > ö E BE air a de u a u an _— ” 
8.) "u l n fı En \ hı_2 
Be te han... t 12 Fur + “,.; | dic 
| fi f; f; A 
9 udn , &,3. ., &,2, 0,2 
re MN'u—I . EB - 1; — — 4_ı uni be 
fi f, f : 


Die Gleichungen \6.) und (8.). welche zu einander reeiprok sind. haben 
dieselbe charakterislische Form. In jedem dieser beiden Systeme Gleichungen 
enthalten nämlich die beiden letzten rechls alle Glieder, und jede vorhergehende 
(sleichung immer ein “lied weniger, so dass die erste Gleichung rechts vom 
trleichheitszeichen nur zwei Glieder hat. vienn man ferner in einer beliebigen 
(rleichung rechts das letzte Glied fortlässt, so giebt das lineare Aggregat der 
ibrigen Variabeln, wern man dasselbe mit verschiedenen constanten Factoren 
multiplieirt, die linearen Aggregate derselben Variabeln in den folgenden 
‘sleichungen. 


ich bemerke noch, dass. abgesehen von den zwischen den Grössen 


.) 


ee, 


Gleichungen 6.) als der Gleichungen (8.) durch dasselbe Product 


(f 


y;, fi; Statt findenden Relalionen \2.),. die Determinante sowohl der 


hi‘ 7 _—— 05 ß, 2 fh: I. 78, 2, ® fn- I Ya—1 En Yn—1 


7 er. f, 


dargestellt werden kann. Die einzelnen Factoren dieses Produels werden zu- 





lolge der Gleichungen (2.) der Einheit gleich, weshalb auch, wie es bei re- 
ciproken Gleichungen zwischen zwei äquivalenten Systemen Grössen nach dem 
oben angeführten Satze der Fall sein muss, die beiden Determinanten selbst 
der Einheit gleich werden. 

Dieselbe Rechenoperation, welche zur successiven Auffindung der Zahlen 
fi» fs» -.. fu dient, führt zugleich auch zur Bestimmung der Zahlen /, und 
v.. Denn wenn man von dem Kettenbruch, in den man den Bruch 


‘ 
a4 l 


ee 


zu entwickeln hat, um den grössten Theiler f;,, von f; und «,,, zu finden, 


den letzten Partialbruch fortlässt. und den übrig bleibenden Ketltenbruch von 
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hinten berechnet, so giebt der Zähler und Nenner des so erhaltenen Bruches 
die Werthe von /, und y,, welche die Gleichung 


erfüllen. Es können also die Zahlen 5, und 7, immer so angenommen wer- 


! 


den, dass, abgesehen vom Zeichen. 


DE, 
Pi 


wer = 
r fi l er fi Hl 
wird. Hieraus folgt, dass in den Gleichungen 6.\. welche die statt der Grössen 


Cs 2, -.. x, einzuführenden Grössen mittelst der Formel 


Pi Bi | ß: | 
Kim Ben r ze 0X, 74 7 KL TYı Kr 
geben, die Coellicienten von &,, ©, ... x,,, ihrem absoluten Werthe nach 


respective kleiner als die Zahlen 


’ 
wo 


werden. Dagegen können die Gleichungen (8.), welche direct angeben. welche 
Ausdrücke der neuen Grössen man für die Grössen z,. ©. .... r, zu sub- 
stituiren hat, sehr grosse Coefficienten erhalten, da z. B. « in dem Ausdrucke 
von x, die Zahl /7” oder das Produet y,7,...7,_, zum Coeffieienten hat. 
Es wird daher eine zweite Lösung wünschenswerth sein, welche solche Aus- 
drücke von 2. %&. ... x, durch die für dieselben einzuführenden Grössen 


giebt. in denen die Coefficienten möglichst kleine Zahlen werden. 


$S. 9. Zweite Lösung. 


Wenn es bloss darauf ankommt, für ein gegebenes « Zahlen x,. ;.... r, 
zu finden, welche die Gleichung 


a &, 


78 +7 +++ Fu 

erfüllen, so reichen hierzu die Gleichungen (1.) hin, welche die Stelle der 
gegebenen Gleichung vertreten. Schreibl man nämlich die Gleichungen (1.) 
in verkehrter Ordnung, indem man zugleich f und x für f, und y, setzt. so 


erhält man 
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Paris &, E 

| Er & n—l |! : T, u. 
fn—. &,—1 
Er harry mu > In 
fe J Fan BER J | 

(9.) 

f: 1 a; 
—- U: +2 = 
2 J f; r 
a, ‚,@, 
Ah —. ya 4b = Y: » 


Aus diesen Gleichungen kann man nach und nach die Zahlen 
x, und 9, ,, 2, und 9, ., ... © und 9, 2, und z, 
linden. und dieselben so bestimmen, dass wenn © __ 2 und fı statt @, gesetzt 
wird. vom Zeichen abgesehen immer 
fi-ı 
fi 


wird. Die Grenze von x, würde von der Grösse von a abhängen, und am 


we 


ea 
DL; < 
« en ‘ 


i 


leichtesten aus der vorgelegten Gleichung selbst entnommen werden. 

Allgemeine Ausdrücke, welche, für z,. z,. ... x, geselzt, der vor- 
gelegten Gleichung genügen, und in denen zugleich die Coefficienten ver- 
hältnissmässig kleine Zahlen sind. wird man aus denselben Gleichungen (9. 
ableiten. wenn man jede derselben nach der zu Anfang entwickelten Vorschrift 
auflöst, und immer die kleinsten Werthe nimmt, welche man für die Coef- 
licienten der für die beiden Variabeln jedesmal zu substituirenden Ausdrücke 
erhalten kann. 

Aus der ersten Gleichung (9.) 


f.—ı An 


Ir f Pay 





erhält man nämlich, wenn man die Zahlen a’ und 5’ durch die Gleichung 


en a-+ 7 b =1 


bestimmt, die allgemeinen Ausdrücke 








u Ft 
x, = bu+ - u, 
A mg 
In—l 77 Di: f . 


wo w eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Nach Substitution dieses Aus- 
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drucks von y,„_, wird die zweite Gleichung (9.) 
fn—? Un l , 
en ee iR 
fa-ı Fin —1 f 


Bestimmt man eier ganze Zahlen a’, b’ und a,. b, durch die Gleichungen 


n—?2 Rn—1 
hr ae ui h'' a, 


pi tr Fe 
Erg 3 13 ' 
[3 ET 


fn-ı haeı / 


so erhält man für x,_, und y,_, die allgemeinen Ausdrücke 


A 2 7] 











ı f 4 ı; 

&.' = bu+bu+ f U, 
n—] 

m. f TE Un—i „ 

Yu- 2 = au u um u — = — u r 


— 
wo a’ ebenfalls eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Fährt man so fort. so 
erhält man die Gleichungen 
nz ' 


— U, 
[ 


ni 


u = bYurbuWi + ——u, 


er 
| sel; ER n—3 
(10. ) a = b"u+b, W+b w"- fn3 u", 


n— 
n—? 





zz = bu+ 


u HT Pur ZI UI LED, 
f; 
n—1 —| ' n—1 "ı n—I n—? ao, 7 
1 = ad Tu taTu tal u + HUT Zur, 


f: 


wo die Zahlen a{” und 5) aus den Zahlen a" und 5" durch die Formeln 


| mi 40 Be ad, 
is l 
n—i f Rn—it l z. 
ee a, 
Ifa-i- l Fa Hi 
11.) 
aa f Rn—i-+1 er 
fnmi_ - + - » — b9, = er 
ti A 1-1 
hi (i) Rn—i+1 h®) ni 2 


rn Ad e= Ai se > ——— 
Fan l v., Fi +1 E AR +? 


gefunden werden. Man erhält ferner 


12.) 9, = aM u+ta® u +... +a9, ue?— ZH u, 
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Die Zahlen 5 können immer so bestimmt! werden. dass aboesehen 


vom Zeichen 


wird. 

Man sieht. dass auch in den Gleichungen {10.) die Zahl der Glieder rechts 
nur in den beiden letzten Gleichungen vollständig ist und in den vorhergeehen- 
den immer um eins abnimmt. Aber es wird dies nicht mehr bei den zu (10. 


reciproken Gleichungen der Fall sein, deren jede im Allgemeinen sämmtliche 


n I) 


Variabeln x, enthält. Dass bei dieser Lösung auch die Zahlen a", welche 


t 


die Coeflieienten des für x, gefundenen Ausdrucks bilden. niemals sehr eross 


werden. erhellt aus den Gleichungen 


1 N 
(n—I1) a y I) | „er 2 Bi *) 
Ad 0b -0,D 0b . 
2. \ & ala Fi 
>” 
|. —)) ı\ G—tl) | (n—2) ' (41) ı f kN 
a‘ lee 0b, +0,64" ++ +0,_.di  Ru—k417 \- 
a, I k-1-1 
in welchen % die Werthe 1, 2,... »—2 annehmen kann. Diese Gleichungen 


ergeben sich aus /10.) durch die Betrachtung, dass sich durch Substitution der 
für 0. 2. ... x, gelundenen Ausdrücke das Aggregat 


0,7, 09T . a 4 


auf den einen Term f.a redueiren muss. 
Da sowohl das System der Grössen a, 2). 3» ... 2,_, als das System 


Ir (n— 


der Grössen u, «, @, ... u” dem System der Grössen 2. 23. ... x 


äquivalent ist. so müssen diese beiden Systeme Grössen auch einander äqui- 
valent sein. Denn zwei Systeme Grössen, welche einem dritten äquivalen! 
sind, sind auch unlereinander äquivalent. Man findet die Gleichungen, welche 


die Variabeln z,, 2, ... 3,_, durch die Variabeln u, «', u", ... u» 


n 


| aus- 
drücken, und mittelst deren man die beiden im Vorigen gegebenen Lösungen 


auf einander zurückführen kann, auf folgende Art: 


Zufolge (2.) genügen die Zahlen /,_, und y,_; der Gleichung 


an ’ n—i4 Io er 1, 


ne A —— 


ren Der re 


und zufolge (11.) die Zahlen a” und 5{? der Gleichung 





(—1) 


fn—i Rn—i+1 
ap + Fe 0 = af, 


In-i+1 In-i+1 
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wo 
a‘ » - BE Inmi re 
fe —1-+?2 
gesetzt wird. Es folgt hieraus, dass man immer 
t - N 77 1 lı 
\a = Y..,0%, 63 u 
7 n—i-+1 
(13.) 
I RZ -Pn ‚a »+ ee u 
| ABER 1 
setzen kann, wo 4” eine ganze Zahl bedeutet. Hieraus folgt 
ir Fb ur + +9 ur’ + Inmi yo 
Fe 1 
Bf Data + alu 


ar n—r Out’ ut 4 u’ —tu}. 


In-i+1 
In dieser Gleichung ist zufolge (12) der in —/?,_, multiplieirte Ausdruck 
= Y,_.415 es ist ferner zufolge (7*.) 
Ti +1 : (In Ir Tr] Feis. i9 
n—4-t 
und es wird daher 
(14.) 2,.; = MV) u+1P WW +... +19 u Pu, 


Durch diese allgemeine Formel können die beiden Lösungen auf einander zurück- 
geführt werden, nachdem man für jedes © die Zahlen 4} aus einer der Glei- 
chungen (13.) bestimmt hat. 

Beide im Vorigen gegebene Lösungen hängen von der willkürlichen 
Anordnung der Zahlen «&,. &%, ... @, ab. und führen je nach der verschie- 
denen Reihenfolge, die man zwischen diesen Zahlen annimmt, zu verschiedenen 
Systemen von Grössen, welche man für die gegebenen r,. #,. ... z, einzu- 
führen hat. Eine mehr symmetrische Lösung ist die folgende. 


$. 6. Dritte Lösung. 

Es soll im Folgenden angenommen werden, dass die Coeflicienten der 
vorgelegten Gleichung von einem gemeinsamen Theiler befreit sind. oder dass 
f=1. Man kann ferner voraussetzen, dass je »—1 der Zahlen «,. ©. ... «, 
einen gemeinsamen Theiler haben. weil wenn dies nicht der Fall ist, die Auf- 
gabe. wie man oben $.2 gesehen hat, immer auf eine einfachere zurückge- 
führt werden kann, in welcher diese Voraussetzung Statt findet. 

Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 1. 3 
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Es sei h; die grösste Zahl. welche alle Zahlen «,. «;, ... @, ausser 
e, theilt, so werden je zwei von den Zahlen A,, h,,.... k, zueinander relative 
Primzahlen sein. Denn ein gemeinsamer Theiler von A, und Ah, müsste alle 
Zahlen @,. &%. ... e, ausser «, und auch alle Zahlen «,, &, ... «, ausser 
o, theilen; da zu den letzteren Zahlen auch «, gehört, so müsste derselbe alle 
Zahlen &,. &.... ce, theilen, die doch keinen gemeinschaftlichen Theiler haben 
sollen. Umgekehrt ist «,; durch alle Zahlen h,, A, ... h, ausser h, theilbar, 
und da keine zwei von diesen Zahlen einen gemeinsamen Theiler haben, so 
muss «, auch durch das Product aller Zahlen A,, h,,.... A, ausser h, theilbar 


sein. Wenn man daher 


a H 
3) Beer, a m: 


setzt, so wird m, eine ganze Zahl, und es kann diese ganze Zahl keinen ge- 
meinschaftlichen Theiler wit Ah, haben, weil dieser wieder gegen die Voraus- 


setzung alle Zahlen «,. &. ... «, theilen müsste. 
Da h, alle Zahlen @,. &,...«, ausser «, theilt, so folgt aus der vor- 


selegten Gleichung, dass x, einer Gleichung von der Form 

(16.) aa; +-hw = U 
venügen muss. Bestimmt man daher zwei positive oder negative ganze Zahlen 
c, und d; durch die Gleichung 

17.) «co+hd =1, 
so wird, wie man weiss, der allgemeine Werth von x; die Form 

(18.) 2 = au+he, 
erhalten, in welchem, abgesehen vom Zeichen, 

<< 44h, 
angenommen werden kann, und e, eine ganze Zahl bedeutet. 
Wenn man die vorgelegte Gleichung 
0, Rt, = U 


durch H dividirt, so erhält sie nach Substitution der Gleichungen (15.) die Form 


ae 3 ma, m . MX, u 
(19.) = r Te 
Substituirt man in diese Gleichung für x, ©, ... x, ihre durch die Formel 
(18.) gegebenen Werthe 
x, = su+ho,, 


und setzt 





“ i me, M,C, Mn) _ 
20.) H ar h, u es. h, i® g, 
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so erhält man 


(21.) MdL + m, + +m,o, = gu. 
In dieser Gleichung (21.) ist g eine ganze Zahl. Multiplieirt man 
nämlich die Gleichung, durch welche 9 bestimmt ist, mit H, so erhält man 


vermöge (195.) 
1—- je, +%6%+-+o,c,} = gH. 


Es ist aber die Grösse links eine ganze Zahl, welche durch jede der Zahlen 


h,, Ar, . . . A, theilbar ist. Denn es theilt jede dieser Zahlen Ah, nach der 
Voraussetzung alle Zahlen &,, &,... «, mit Ausnahme von «, und vermöge 


(17.) auch die Zahl 1—e,ec, und mithin die Zahl 


- ' CH TO t+ "+0, e- 
Es wird daher die letztere Zahl auch durch das Product H= h,h,...h, theilbar 
sein, da je zwei von den Zahlen h,, Ar. ... h, relative Primzahlen zu ein- 


ander sind; und da diese Zahl =ygH ist, so wird gH eine ganze durch H 
theilbare Zahl, und mithin g eine ganze Zahl sein. 
Durch die vorhergehenden Betrachtungen wird die vorgelegte Gleichung 


0] I; + O, T; + 297 + 0, L, = %% 


> 


in welcher «&,. &. ... «@, keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. aber je 


»n—1 von diesen Zahlen mit einem gemeinschaftlichen Theiler behaftet sind. 
auf die Gleichung 


MOL TO +" Tm,o, = Qu 
zurückgeführt. Hat man nämlich ein den Grössen ®,, ©, ... ©, äquivalentes 
System von Grössen, von welchen eine die durch die Gleichung (21.) be- 
stimmte Grösse ga ist. gefunden und setzt die für ®©,. ®. ... ev, zu substi- 
tuirenden Ausdrücke in die Werthe von z,. ©, ... z,., Welche durch die 
Gleichung (18.) 
cz = cu-+h,; 
gegeben sind, so hat man die für ©,. ©». ... x, zu substituirenden Ausdrücke, 


welche der vorgelegten Aufgabe Genüge leisten. 
Die Gleichung (21.) unterscheidet sich von der vorgelegten Gleichung 
in mehreren Punkten. Zunächst bemerkt man. dass an die Stelle von » die 


Grösse gu getreten ist, so dass in den für ©,. ©. ... v, zu substituirenden 


n 


Ausdrücken die Coefficienten von «# immer den Factor g haben müssen. Denn 


es hat g keinen Theiler mit sämmtlichen Zahlen m,. m,,. ... m, gemein. weil 


diese Zahlen überhaupt keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. indem sonst. 
- a 
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wie aus 15.) erhellt, auch sämmtliche Zahlen «,, &, ... «@, einen gemein- 
schaftlichen Theiler haben müssten, was gegen die Voraussetzung ist. Aber 
die Gleichung (21.) unterscheidet sich von der vorgelegten Gleichung wesent- 
lich dadurch, dass es unter den Zahlen m,,. m;, ... m, auch keine »—1 giebt, 
welche einen gemeinschaltlichen Theiler haben. Denn hätten z. B. die »„—1 
Zahlen m,. my, ... m,_, einen gemeinschaftlichen Theiler p, so würde aus 


den Gleichungen 


H Ü und j [64 A m 
ed, — in ‚2 HE Tue Mm; » . . . .n—1 a ee PER, | 
h, h, hu—ı 
folgen, dass sämmtliche Zahlen «,, &, ... «, durch p%, theilbar sind, was 


der Voraussetzung. dass h, der grösste gemeinschaftliche Theiler von «, , «; ,... &,_ı 
sein soll. zuwider ist. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass man unter den Zahlen m, „ m». ... m, 
immer »—1 oder weniger wird angeben können, welche keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben. Es wird dies sogar auf mehrere, wenigstens auf 
Arten geschehen können. Es kann daher nach der im Anfang gemachten Be- 
merkung die Gleichung (21.) unmittelbar auf eine andere zwischen nur v Va- 
riabeln zurückgeführt werden. wo v <T rn, und man kann in dieser Gleichung, 
wie es in der vorgelegten vorausgesetzt worden ist, wieder annehmen, dass 
zwar alle » Coefficienten keinen gemeinschaftlichen Theiler haben, aber je 
v—1 derselben mit einem gemeinschaftlichen Theiler behaftet sind. Denn gäbe 
es unter den » Variabeln »—1. deren Coefficienten keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben, so würde man die Gleichung (21.) auf eine zwischen diesen 


J 


v—1 Variabeln Statt findende Gleichung zurückführen können. 

Die Zurückführung der vorgelegten Gleichung auf die Gleichung (21.) 
wird hiernach immer eine wirkliche Vereinfachung gewähren, indem die Glei- 
chung (21.) sich unmittelbar auf eine der vorgelegten ganz ähnliche Gleichung 
zwischen weniger Variabeln redueirt. Diese letztere hat man dann wieder 
einer ähnlichen Reduction zu unterwerfen und so fortzufahren, bis man auf 
eine Gleichung kommt, in welcher einer der Coefficienten der Eirheit gleich 
ist, in welchem Falle. wie man im $.2 gesehen hat, die Lösung unmittelbar 
gegeben ist. 

Das Verfahren, durch welches die vorgelegte Gleichung auf die Glei- 
chung (21.) zurückgeführt worden ist, bezog sich auf alle Variabeln x,, &;, ... x, 
auf eine vollkommen gleichmässige Art. Aber in Betreff der weitern Reduction 
lindet eine gewisse Willkür Statt, indem sich, wie man gesehen hat, aus den 








C. @. J. Jacobi, über die Auflösung einer unbestimmten linearen Gleichung. 21 


Au) 


Zahlen m,, m,,... m, immer auf mehrere verschiedene Arten Gruppen solcher 
Zahlen auswählen lassen, welche keinen gemeinschaftlichen Theiler haben; 
jeder solcher besondern Gruppe aber wird immer ein besonderer Verlauf der 
ferneren Rechnung entsprechen. Wenn es unter diesen Gruppen eine giebt, 
welche aus einer kleineren Anzahl von Coeffieienten als alle übrigen besteht, 
so wird man in der Regel vorzugsweise diese auswählen. 

Die Gleichung (21.) bietet auch noch dadurch eine wesentliche Reduction 
der vorgelegten Gleichung. dass in ihr die Coefficienten im Verhältniss zu 
ihren ursprünglichen Werthen immer überaus verkleinert sind. Ist z.B. » 5, 
so sind die kleinsten Werthe, welche die fünf ursprünglichen Coefficienten 
annehmen können, wenn nach der gemachten Voraussetzung keine vier ohne 
einen gemeinschaftlichen Factor sein sollen *), 

210m. 330m. 462m,. 77Om,,. 1155 m-. 
Man sieht hieraus. wie viel kleiner die Zahlen m,. m,. ete. oder die Coel- 
fieienten der reducirten Gleichung (21.) als die Coeffiecienten der vorgelegten 
Gleichung «,. &,. etc. werden müssen. Es wird daher in der Regel eine der 
Zahlen m,. m,. etc. der Einheit gleich werden, in welchem Falle die Aufgabe 
gelöst ist. Wenn z.B. m, = 1, so hat man nur nöthig, in der Gleichung 
z%, = @,u+h,v, 
für v, seinen Werth aus (21.) 
eo = gu— md, +m,9 +" +m,_1%.-1} 


einzuführen. wodurch man 


x, = (,+gh,)u—h,im eo, +m,0; + -+m,_1%,_ı\ 
erhält. Es bilden dann «, &,. ©, ... v,_, das für &,. ©, ... x, einzufüh- 
rende äquivalente System Grössen, durch welche x,. &,. ... x, mittelst der 


vorstehenden Gleichung aus den Gleichungen (18.) ausgedrückt werden. 


S. 7. Vierte Lösung. 


Im 2" Bande der Opuscula Analytica von Euler S.91 (wieder abge- 
druckt im 2" Bande von Leonhardi Euleri Commentationes Arithmeticae col- 
lectae, Petersburg 1849 S. 99) findet man in einer Ahhandlung De relatione inter 


*) Da diese fünf gemeinschaftlichen Factoren relative Primzahlen sein müssen, 
so sind ihre kleinsten Werthe 2, 3, 5, 7 und 11, deren Product H durch je eine von 
Auge 2 Ar J 
Ihnen getheilt, die nachfolgenden Factoren der m giebt. H. 
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ternas pluresve quantitates instituenda eine Methode, um einen Ausdruck 
aA+bB-+cl, 


in welchem A, B, C gegebene Grössen sind. durch möglichst kleine ganze 
positive oder negative Zahlen a, b, ce der Null gleich zu machen, wenn A, B, © 
rational sind. oder wenn dies nicht der Fall ist, dieses näherungsweise zu 
erreichen. oder auch, wenn zwischen den irrationalen Grössen A, B, C eine 
solche lineare Relation 
aA+bB-+cl = OÖ 

in welcher a, b, e ganze Zahlen sind, Statt findet, diese zu entdecken. Die 
Methode ist der der successiven Division bei ganzen Zahlen analog. indem 
man die beiden grösseren von den gegebenen Grössen immer durch die Reste 
ersetzt. die sie durch die kleinste dividirt übrig lassen, so dass der kleinste 
Rest der nächste Divisor wird. 

Euler setzt die erwähnte Methode an mehreren Beispielen auseinander, 
wobei er zeigt. wie man für die zu suchenden ganzen Zahlen allgemeine 
Formeln finden kann. Es soll hier genügen, die beiden ersten Beispiele zu 
wiederholen. wobei nur, ohne den Gang der Eulerschen Rechnung zu ändern, 
auf der rechten Seite statt O allgemeiner « gesetzt werden soll. damit man 
sogleich sieht, wie diese Methode auch auf das hier behandelte Problem An- 
wendung findet. 

Erste Aufgabe. Solche ganze positive oder negative Zahlen a, b, e 
zu finden, dass 

49a-+599+T7JIe = V. 

Die Eulerschen Rechnungen lösen die allgemeinere Aufgabe, für a, b, ec 

solche Ausdrücke äquivalenter Grössen, von denen eine « ist, zu finden, dass 
49a +59b+7Ice = u. 


Nach der allgemeinen Regel hat man zu setzen: 


a+ b+ c=d, 10b+26c-+49d = u, 
\ b+2c+4d= e, 6c+ 9d+1We= u, 
c+ + e=f, 3d+ 4e+ bf=u, 


d+ e+2f=9g, e + gu. 


8 


Euler bricht die Rechnung früher ab. indem er, was für seine Aufgabe, in 
welcher v=0, verstattet ist. sogleich 3e für e setzt, wodurch auch eine geringe 
Modification in den folgenden Zahlen herbeigeführt wird. 
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Aus dem zweiten System der vorstehenden Gleichungen folgt nach 


und nach 


e= u— 39, 
d= —u+ 49—2f, 
e=  , 


b= Mu—1tg+72f 
und aus der ersten Gleichung des ersten Systems 
a = —bu+22g—Tf, 
und man sieht in der That, wenn man die vorstehenden. für a, b, e gefun- 
denen Ausdrücke substituirt, dass die Gleichung 
49 — bu + 229 —7f) +59 9a — 17g+2f)+75(—g+3f) u 
identisch erfüllt wird. Die Eulerschen Werthe von a, b, e werden aus den 
vorstehenden erhalten, wenn man «=0 und f—2e und —e für f und g setzt. 
Die vorstehende Lösung hat die Eigenschaft, dass sämmtliche Coef- 
fieienten des in die grösste Zahl multiplieirten Ausdrucks die absolut kleinsten 
Werthe erhalten, nämlich die Werthe 0. —1. 3. 
Wollte man dieselbe Aufgabe nach den früher angegebenen Meihoden 
lösen. so würde man 





9 +Td5ce=y=u—4Ya, 
b= 1444752 = 14u— 6964 + 75z, 
ce = —11y—59z = —11u +539a — 593 
zu setzen haben. und man sieht. mit wie grossen Coeflicienten in den Aus- 
drücken von b und ce man den Vortheil erkaufen muss, die eine Grösse a 
unverändert zu lassen, oder für die eine Gleichung bloss «= «a zu selzen. 
Man findet ferner aus dem ersten Systeme der Gleichungen (22. 
f=e+d+e=Id+3c+b = 8c-+6b-+95a, 
g=?Rf+e+d= 3e+3d+r2ce = 15d+Sc+3b = 23c+ 18b + 15a. 
Es werden demnach die beiden reciproken Systeme Gleichungen zwischen den 
beiden äquivalenten Systemen Grössen a, b, e und u, f, g 
a=—bu—Tf+22g, u=4Ya+IhW+ Te, 
b= 5Su+rf—17g, f= 9a+ 6b-+ Se, 
e= 3/9, g = 15a + 18b +23. 


Aus dem zweiten System dieser Gleichungen ersieht man, dass die Aufgabe. 
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zu der Reihe Zahlen 49, 59, 75 zwei andere Reihen von 3 Zahlen zu finden, 


so dass die Determinante aller 9 Zahlen der Einheit gleich wird, durch die Zahlen 
49 59 75 | 


968 
15 18 23 


gelöst wird. 

Wegen der Neuheit dieser Methode, die, obgleich seit 1775 publicirt *), 
doch niemals angewendet worden zu sein scheint, will ich noch ein anderes 
von Euler gegebenes complicirteres Beispiel. jedoch wieder in seiner allge- 
meineren Form, hinzufügen. 

Zweite Aufgabe. Die Grössen a, b, c durch andere äquivalente, 
von denen eine u ist, auszudrücken, so dass 


1000000. a + 14142145 + 1732051e = u 
wird. 
Die in 5 und e multiplieirten Zahlen, durch den Coefficienten von a 
dividirt, sind hier die Näherungswerthe von y2 und y3. 
Man erhält zufolge der Eulerschen Rechnung nach und nach 
a+ b+ c=d, 4142145 -+732051 c+ 1000000 d = u, 
b+ c+ 2d=e, 317837 c+171572d+ 414214e= u, 
d+ c+ Re=f, 146265 c+ 71070e+ 171572 f =u, 


e+2c+ 2f=9g, 4125c+ 29432 f+ 71070g = u, 
" c+T7f+17g=h, St f+ 945g +  A12dh=u, 
[+ 9+ Mh=si, 38384 + 226h+ Di zu, 
g+ h+ di=h, 1629 + 105: + 226hk= u, 
g+ i+ %=l, I7g+ 165 + I05/=u, 
39+ k+ 6bl=m, I4+ 91I+ 16m= u, 
g+ I+ m=n, m + I9n=u, 
m+ n=p, 2n-+ p=u, 
n+ 3p=4q, p-+ 2q=u, 

p+ ?2q=u. 


*) Hiermit ist gemeint, dass die im 2" Bande der Opuscula Analytica 1785 
zum ersten Male gedruckte Arbeit bereits 1775 von Euler der Petersburger Akademie 
mitgetheilt worden war, wie aus der Notiz: (Op. anal. II. 1785, p. 91. Exhib. 1775. 
Aug. 14) in den Opera collecta hervorgeht. H. 

**) In den Opuse. anal. ist die Rechnung von dieser Stelle an, wegen Vertauschung 
von D57 mit 975, unrichtig. In den Opera collecta ist die Rechnung richtig weiter- 
geführt. H. 
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Euler, welcher «= hat, setzt die Rechnung nur bis zur Gleichung 
I +9+16m = 0 
fort, die er durch die Annahme 
gel, ie —l, m 
erfüllt. wofür er nach und nach findet: 
k=3, i=—-8, h=18, f=-135, c=96, e=— 1621. 
d=R161, b= -6889,. a = 8104. 

Mittelst der vorstehenden Gleichungen kann man durch successive ein- 
fache Substitutionen leicht «a, b, e durch /, q, « oder umgekehrt /, q, « durch 
a, b, ce ausdrücken, wovon das eine hinreicht. Das Letztere wird dadurch 
eine Erleichterung gewähren, dass man den Ausdruck von x schon kennt, da 
er durch die vorgelegte Gleichung gegeben wird: dagegen wird man bei der 
Aufgabe. a, b, e durch /, q, « auszudrücken, mit kleineren Zahlen zu thun haben. 

Man erhält nach und nach 

q=n+3p = 3m+4An = Ag +4 +Tm = 325g + Tk+- 461; 
q— 461 = 259 + Th = 32g+ Th+ 14 = 14f-+ 4694-1051 
— 105e + 749f+1831g = 1831e +3767e-+-4411f 
— 4411d4+8178e + 10653e = 106535 + 1883 1e + 25717d 
— 257 17a + 363705 + 44548e; 
lI=g+i+?2k = 3g+ r2h+ 9 = If+ 89 +3Th = 3Tec+264f+ 637g 
— 637e+1311e + 1538f = 1538d + 2549c + 3713e 
— 3713b + 6562e + 8964d = 8964a + 126775 + 15526. 
Hieraus ergeben sich durch Substitution zwischen den Grössen a, b, e und 
a, {, q die folgenden Gleichungen 
a = 1000000a + 14142145 --1732051e 
49I—q = 1175a-+- 1661, + 2030e 
= sY64a+ 12677b+  15526e, 
welche man durch die Eulerschen Werthe 
a—0. = — —1 
a— 8104, b=—6889, ce = 946 
prüfen kann. Durch Umkehrung dieser Gleichungen erhält man die Ausdrücke 
von a, b, e durch «, q, !; doch ist diese Umkehrung, da sie die Bildung von 
18 Producten erfordert, beschwerlicher, als wenn man die Ausdrücke von 
a, b, ce durch «, g, ! direct durch die successiven Substitutionen sucht. 

Durch die im Vorigen befolgte, von Euler gegebene Regel, immer durch 

den kleinsten der drei Coefficienten zu dividiren. wird in dem zweiten Beispiel, wie 
Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 1. 4 
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man sieht, der Gang der Rechnung unregelmässig, indem die zuerst eingeführten 
(srössen nicht auch immer zuerst wieder eliminirt werden, und nicht jeder der 
\usdrücke. für welchen eine neue Grösse gesetzt wird, aus den zuletzt ein- 
veführten Grössen besteht. So kommt die Grösse e in fünf Gleichungen, die 
(irösse y gar in sieben Gleichungen vor, dagegen d, e, h,i, k nur in drei Glei- 
chungen. während bei einer regelmässigen Ordnung jede Grösse, die ersten 
und letzten ausgenommen, in vier Gleichungen vorkommen müssten wie f. Um 
einen regelmässigen Gang der Rechnung zu erhalten, muss man immer durch 
den Coefficienten derjenigen Grösse dividiren, welche in der Reihenfolge, wie 
sie zuerst eingeführt worden, vorangeht. Um aus drei positiven Coeflicienten 
a, 9, y, Grössen, von denen die erste «@ kleiner als die dritte y ist, die nächst 
[folgenden «', 9’, y' zu erhalten, nimmt man 


F- a a N rw AR 
. = mem BT, 1 = 


wo m und » resp. die ganzen Zahlen bedeuten, welche zunächst kleiner als 


5 } 
_ und — sind. Man wird also. wenn e>Pß, m=0, « = ß 
[2 144 


die Brüche 


erhalten. Die drei ersten Coeffieienten oder die Coefficienten des gegebenen 
\usdrucks kann man der Grösse nach ordnen. wie dies in den beiden ge- 
vebenen Beispielen geschehen ist. 

Wendet man diese Regel auf das zweite Beispiel an, so werden die 
successiven Reductionsformeln die folgenden für die allgemeine Auflösung der 
(Gleichung  1000000a -- 14142145 + 1732051ec = u: 





a+ b+ c=d 4142145 -- 732051c + 1000000d = u 
b+ c+ 2d=e 317837c+ 171572d+ 414214e = u 
c + er 171572d+ 96377e + 317837 f = u 
d + f=yg I637Te-+ 146265/+ 171572 = u 
e+ f+ g=h 49588f-+ 75195y +  I6STTh=u 
f+ g+ H|hs=i 253074+ 46489h+ 49888: = u 
g+ h+ i=k&k 21182h+ 24581l:+ 25307 k = u 
h+ i+ k= 339%: +  4125k+ 211821 = u 
i+ k+ 6l=m 7266 -- TSsI+ 3399m = u 
k+ I+ I4m=n H21-- 499m -+ 126n = u 
!+ Tm+11n=p 61m -+ 44n + 62p = u 
m + p=gqg 44n + p+ blg=u 
n + 4=r p+ 17g+ 44dr = u 


p+1ig-+44r = u. 
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Aus diesen Formeln erhält man, wenn man von den letzten ausgeht. durch 


suecessive Substitutionen die Ausdrücke von a, b, e durch a, r, q, oder wenn 
man von den ersten Gleichungen ausgeht, die reeiproken Ausdrücke von w, r, q 
durch a, b, e. Ich will hier nur die ersteren suchen. Man erhält die Co- 
efficienten von a in den Ausdrücken von «a, 5b, ec, wenn man in den vorste- 
henden Formeln v=1, r=0, g=0 selzt; die Coefficienien von r, wenn man 
in denselben Formeln v=0. r=1, 9=0 setzt, die Coefficienten von q, wenn 
man =0, r=0, qg=1 setzt. Auf diese Weise erhält man nach und nach. 
wenn «=1,.r=0, q=0, 
1, 1-09, m=-1, 1-8 Ii=—4, i: 5, 4=397,0 16. 
f -86, e= 159, d=10, c= —245, b= 264, a= 51: 
wenn 2«=0, r=1, g=0, 
p=-44, n=1, m=44, 1I=—363, k=188, i=2034, h 2555, 9=1739. 
f=38850, e 7204. d= 3141. e= 11084, b 12006, a 2219; 
wenn wa=0,.r=0, q=1. 
p=—-1T, an=—1, m=18, !=—132, k=59, i=7T51, h=—942, 9=250, 
f=1443, e= —2635, d=—1193, e=4078, b 1327 
Hiernach werden die gesuchten Formeln 
L_ Ila— 2219r— 944g 
b= 264u— 12006r — 4327g 
ce = — 245u + 11084r + 4078. 


Y 


Um aus denselben die Eulerschen Werthe 


a— 8104. b= -6889. ce = 946 


,‚a=—I44. 


abzuleiten, hat man 
u=0, r=R4,g=—65 
zu selzen. 
Um die einfachsten Formeln zu haben muss man nicht. wie im Vor- 
hergehenden, bei der Gleichung 


p-+-17g-+44r =u 


stehen bleiben, sondern muss noch die folgenden hinzufügen: 


q+?2r=s p+10r+17s = u 
+ s=l p+ Ts+10t =u 
s+ t=v p+ 3t+ Te =u 


tI+2rt=w p+ + 3Je=u. 
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Aus diesen Gleichungen folgt nach und nach 
tI=w—-%, s=-»d—-vw, r=?w—%, gq= 130 — dw. 

Die Substitution der Werthe von r und g in die obigen Ausdrücke von a, b, c 
ojebt die viel einfacheren 

‘= la — 11776 -+ 282W 

b= 264u + 37790 — 2377 w 

e — — 249u — 24060 + 1778. 
Man erhält hieraus, wenn man «=0. ve=0. w=1 setzt, die Werthe 

a= ra, b= —2377. c= 1778, 


welche kleiner als die von Euler gegebenen sind: diese letzteren gehen aus den 








vorstehenden Formeln hervor, wenn man 
a=0, v=—-10, w=—13 





selzi. 

Ueber die im Vorstehenden durch ein Beispiel erläuterten Algorithmen 
lassen sich. wie man aus der folgenden Abhandlung ersehen wird, analoge 
Betrachtungen wie bei der Theorie der Kettenbrüche anstellen. Ich will mich 
dabei. wie in dem vorhergehenden Beispiele, auf Ausdrücke von drei Grössen 
beschränken. obgleich dieselben Betrachtungen ohne Schwierigkeit auf Aus- 
drücke von jeder Anzahl von Grössen ausgedehnt werden können. 














Allgemeine Theorie der kettenbruchähnlichen 
Algorithmen, in welchen jede Zahl aus drei 
vorhergehenden gebildet wird. 


(Aus den hinterlassenen Papieren von €. @. J. Jacobi mitgetheilt durch Herrn E. Heine.) 


3eziehungen unter den Ausdrücken, welche an die Stelle der Zähler und Nenner 


von Näherungsbrüchen treten. 


> F, [3 
$S. 1. Ws seien 


 G 


> 
unbestimmte Zahlen, dagegen 


. u 4, m u en AR 


gegebene Grössen; ferner 


a+latma = a, 
he; a+la+ma, = a,, 
(1.) 

a-+la.,+mAa.. = 4, 


so kann man durch successive Substitutionen sowohl «@,,;,. @,;.,. «,,, durch 


q 


a, ad. a, als auch umgekehrt a, a,, a, durch a, ,,. @,>. a,,, ausdrücken. 


Bei diesen successiven Substitutionen, in denen man immer jede der allge- 
meinen Grössen a, entweder durch die vorhergehenden oder durch die folgen- 
den ausdrückt, hat man niemals eine Division auszuführen, weil in der Glei- 
chung, welche zur Elimination einer Grösse angewandt wird, diese Grösse immer 
den Coefficienten 1 hat. Setzt man daher 


e = 9 a +9, a, 1 +7,42, 

/ EN ! n a ' 

(2.) Er = DW +4 KıTrT, (d,ı29% 
& = ,a+44,.\ı+r,4,%, 


und umgekehrt 


s i ı q 


% =P, a+P; a+ 
(3.) 1. = P,a+P;..0+P:;.@, 


d,,2 u. P, .a+P;..a,-+ P;.:a;, 


' i 
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so werden in beiden Systemen Gleichungen die Coefficienten ganze rationale 
Funetionen der Grössen /, und m,, und es werden daher, wenn /, und m, 
veanze Zahlen sind. auch die Coelffieienten in (2.) und (3.) ganze Zahlen. 
Hieraus folgt nach dem im $. 1 der vorigen Abhandlung bewiesenen Satze, 
dass in beiden Systemen Gleichungen die Determinanie = +1 sein muss, was 
natürlich auch allgemein Stalt hat, wenn für /, und m, beliebige Zahlen ge- 
setz! werden. Denn keine ganze rationale Function mehrerer Grössen kann 
für unendlich viele Systeme von Werthen dieser Grössen einen bestimmten 
Werth annehmen, wenn sie sich nicht identisch auf diesen Werth redueirt. 
Fügt man zu (9.) die Gleichung 
a3 = P,,;a+P; 3a -+P;,30: 


hinzu, und substiluirt die Werthe von a,, a; 1. 4... 4,,, In die zwischen diesen 


vier Grössen Statt findende Gleichune 


A;ı3 = ma, +Lla,,ı +. 
so erhält man eine lineare Gleichung zwischen den Grössen «a, a,. a,, die 
identisch sein muss, da a, a,. a, ganz beliebige Grössen bedeuten. Es können 
daher die Coeflicienten von a, a,. a, auf beiden Seiten der Gleichung ein- 
ander gleich gesetzt werden, was darauf hinauskommt, dass man von den 
Grössen a, a,. % zwei =O und die dritte =1 selzt. Man erhält hieraus 
die folgenden Gleichungen, welche zeigen, wie man jede der Grössen P,,P;,P; 
aus drei vorhergehenden oder drei folgenden bilden kann: 

DE = m, P,o»+L,P..ı+P:;, 

4) {Pus = mPıa+lPyı+P;; 

| ARE WA EA 
Setzt man ferner ö+1 in (2.) für ö, und substituirt für «a,.; seinen Werth 

dA. = man +la.ı+4;, 

so erhält man für jede der Grössen a, a,, a, einen doppelten Ausdruck durch 
d,, A;,1, A,,;, und daher drei Gleichungen zwischen «@,, a,;,, 4,2, Welche 


identisch sein müssen, da auch a,, a;,,. a;,, beliebige Grössen sein können. 


Setzt man die beiden Ausdrücke von a einander gleich, so erhält man 
Pat atrna = ra + (Ba tlira) rt (Gitter) Gr 
und daher 
(9.) P-=rfııs» Pat 7 Ren 75 at Mrz 
oder umgekehrt 


(6.) Pırı - 4—Ip;; q: Hk = 1,=m,P:» Ni = 
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Diese Gleichungen zeigen, wie man aus den Grössen p,, q,. r. die 


t 


nächst folgenden oder nächst vorhergehenden bilden kann. Man hat ferner 
aus (6. 
(T.) GH = Pimp, = Partkrıpaı 
und daher 
8.) Pr=Pfn— mp —rıParı- 

Vermittelst dieser Gleichung kann man jede Grösse p, aus den drei 
vorhergehenden oder drei folgenden bilden; die Grössen g, und r, werden 
dann aus den Grössen p, mittelst der Gleichungen (7.) und der Gleichung 
r,—=p,_, erhalten. Ganz dieselben Relationen erhält man zwischen den analogen. 


mit einem oder zwei oberen Accenten versehenen Grössen. 


S. 2. Man beweist leicht aus den alloemeinen Eigenschaften der De- 
« © 


terminanten, dass die Determinante der Gleichungen 


|® = 9:9, 4+4,0..ı +7,42; 
(9.) a = 9a, +4;4,,1 +r;G,,2, 
& = P,0+g 4.+r, A. 


unverändert bleibt *), wenn man den Index ö um eine Einheit vermehrt oder 
der Determinante der Gleichungen 
a = Part Ga tr rs, 
(10.) = Pakt gr tra 
\= 9,11, +g4164: j, ı @; 13 
gleich wird. Um die Determinante vollkommen zu bestimmen **), will ich 
annehmen, dass immer das Product der Coefficienten, welche in derjenigen 
Diagonale sich befinden, die von oben links nach unten rechts sich erstreckt, 
das positive Zeichen haben soll. Eine Eigenschaft der Determinanle besteht 
darin, dass sie (auch in Bezug auf das Zeichen) unverändert bleibt, wenn 
man die Coefficienten einer Vertikalreihe mit demselben Factor multiplieirt zu 
den Coefficienten einer anderen Vertikalreihe hinzufügt. Wenn man daher in 
(10.) die Coefficienten der dritten Vertikalreihe, respective mit /, und m, multi- 
plieirt. zu den Coefficienten der ersten und zweiten Vertikalreihe addirt, so 


*) Der Beweis wird hier vollständig nach dem Manuskripte mitgetheilt. Jacobis, 
des Schriftstellers und Lehrers Verdienst ist es, dass ein heutiger Autor Beweise dieses 
und ähnlicher Sätze über Determinanten übergehen darf. H. 

*%*) Dass ihr Quadrat die Einheit ist, weiss man bereits. H. 
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bleibt die Determinante unverändert. Diese Veränderung der Üoefficienten 
wird auch erhalten. wenn man für «a,.,, seinen Werth 


4.3; = ma. s+la., ta; 


substituirt. Die Relationen zwischen den Coefficienten. welche sich auf den 
Index ö. nnd den Coefliecienten. welche sich auf den Index ©-+-1 beziehen. sind 
aber so bestimmt worden, dass durch die Substitution dieses Werthes von a, 


die Gleichungen (10.) sich in die Gleichungen 


Aa un. /p d, 1 1 r. da, 2° pP; a, b) 
d, = q, A, r, 4,2 +-p,4,, 
ELITE NEN 


verwandeln. Diese Gleichungen kommen mit (9.) überein, nur dass die Ver- 
tikalreihen alle eine Stelle nach links gerückt sind, und die erste die letzte 
voeworden ist. Hierdurch bleibt das Zeichen der Determinante ungeändert oder 
oeht in das entgegengesetzte über. je nachdem die Zahl der Gleichungen un- 
orade oder grade ist. Die Determinante, welche in der Theorie der Ketten- 
brüche. wenn © um eine Einheit wächst, immer das Zeichen ändert. wird also 
in den hier betrachteten Algorithmen unverändert bleiben. 

Dass auch die Determinante der Gleichungen (3.) unverändert bleibt, 
wenn man in den Coefficienten © um 1 vermehrt, kann man folgendermassen 
beweisen: Wenn man zu einer Horizontalreihe der Coeffieienten die übrigen 
Horizontalreihen. mit verschiedenen Factoren multiplieirt, hinzufügt. so bleibt 
die Determinante auch in Bezug auf das Zeichen unverändert. Wenn man 
daher in den Gleichungen 


K = Pa + Pe; +P, a. 
11.) ee PsatP mt, 
Gr = P,.»a+P;.0+P;,,0 


die zweite Horizontalreihe mit /, und die dritte mit », multiplieirt zur ersten 
Horizontalreihe hinzufügt, oder was dasselbe ist. wenn man statt der ersten 
Gleichung diejenige setzt. welche den Werth von 


4; = mA. +la,,, ta 


ojebt. so bleibt die Determinante ungeändert. Es bleibt also die Determinante 
ungeändert, wenn man die erste Gleichung durch die Gleichung 


G,ı3 = P,,;a+P;,;-+P:;,,a; 


ı 


ersetzt. oder was dasselbe ist, wenn man ö—+1 in (11.) für ö setzt. und die 
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Gleichungen alle um eine Stelle herunterrückt, und die leizte zur ersten macht. 
Durch dieses Verrücken der Gleichungen bleibt aber die Determinanie unge- 
ändert oder ändert das Zeichen. je nachdem die Anzahl der Gleichungen 
ungrade oder grade ist. Sie wird also in der Theorie der Keltenbrüche. 
in welcher diese Anzahl 2 beträgt, so oft © um eine Einheit wächst das 
Zeichen ändern, und in der hier auseinandergeseizten Theorie unveränder! 
bleiben. Man sieht, wie diese Beweise mit Hülfe der allgemeinen Sälze von 
den Determinanten ohne die geringste Aenderung auch für die allgemeineren 
Algorithmen gelten. in welchen jede Grösse, statt aus drei, aus » vorher- 


sehenden oder folgenden bestimmt wird. 


$. 3. Ich will jetzt die Coeffiecienten der Gleichungen (9.) und (11. 
für die ersten Werthe von i angeben. 
Selzt man ö=0Ö in (9.). so müssen sich die Ausdrücke rechts identisch 
auf a. a,. a, reduciren. wenn man a für a, selzt. Es wird demnach 
„>, uU n=0 
mn = 0, Qu = 1. Ei. 
= = n=l. 
Mit Hülfe der Gleichungen (6.) 
Dan=gG-ip; (Gh =hn—-MmPp;; "amp: 
und der ähnlichen, welche für die mit einem oder zwei Accenten versehenen 
Grössen Statt finden, folgt hieraus 


en — by: dı = My, Koss 1, 
pi qı =, r, —(0, 
9 5 4 =1, n, =0, 


und hieraus zufolge derselben Gleichungen 
pP = -mtlhl, Beltim, n=-h, 


—b, q: En, n=1, 


r 2 
| 


= |, = 0, = 0 
Aus diesen Werthen leitet man nach und nach die Werthe von p.., Pi, Pr 
mittelst der Gleichungen 


Pi+z3 = —bP42—MıPirı + Pi> 
P:s3 = —l42Pi42 M,ıPi-ı ti 
zZ l z| Ar Ar 
P:i+3 —b;pPıa2 = MrıPpirıt pP: 
Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft. 1. 5 
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ab. aus welchen sich dann die übrigen Grössen mittelst der Gleichungen 


I = Pı-2 — Mı—ı Prk—ı> Tr, = Pı-ı5 
G: = Pr-2M,-ı Pr-ı>9 nr, = M-ı5 
R 7 7) „ Mn 
’R = Pr. M;._ı Pr—ı 9 , = Pı-ı 


ergeben. Man erhält hieraus 


ps = hub +mb+lm +1, 
PB = Ih-m; 
py» = —h, 
pı = hub mb; Ilm hm +m m; —L,—l,, 
pı = Alb +mb+lm-+1, 
py = Iblh-m, 
u. S. W. 


$. 4. Man sieht aus den vorstehenden Beispielen, dass die Deter- 
minante der Gleichungen (9.) für i=0, 1, 2 den Werth 1 annimmt, welchen 
sie daher dem Obigen zufolge für jeden Werth von i unverändert behält. 
Setzt man ö©=0 in (1i.), so müssen sich die Ausdrücke rechts identisch 
auf a, dd). @% reduciren. Man erhält daher 
near PF=O P = 
PR, A=1, A =U 
PU PAR=-6 MA >, 
woraus sich mittelst der Gleichungen (4.) 
P,; = mP;a+lP,.ı+P,, ete. 


die folgenden Werthe ergeben: 


=} P,=%h, P; = my, 

Pr a, P,=I,m, +1, P, =mm-+h, 

P,=mm+lb, PR=lhmm+bhb+m, P = mmm;+lhm+bm,+1. 
uU. 58. WW. 


Man ersieht aus den vorstehenden Werthen, dass die Determinante der 
Gleichungen (3.) für i=0, 1, 2, 3, den Werth +1 erhält, welchen Werth 
sie daher dem Obigen zufolge unverändert für jeden Werth von i behalten 
muss. Man kann auf diese Weise aus den dem Index O entsprechenden Wer- 
then auch das Zeichen der Determinante bestimmen, welches die angestellte 
allgemeine Betrachtung der vorhergehenden Abhandlung unbestimmt lassen 
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musste. da sie nur den Satz ergah, dass wenn die Coeffieienten zweier re- 
ciproken Systeme Gleichungen ganze rationale Functionen derselben Grössen 
sind, welche ganze Zahlen zu Coefficienten haben, die Determinanten dieser 
Gleichungen den Werth + 1 haben müssen. 


$. 5. Aus der Bildungsweise der hier betrachteten Grössen geht her- 
vor, dass es verstattet ist, in den Gleichungen (9.) und (11.) die Indices von 
a, d,. a, um eine beliebige Zahl k zu erhöhen, wenn man in den Coeffieienten 
dieser Gleichungen den Index © um % erniedrigt, und hierauf in ihren Aus- 
drücken durch die Grössen / und m die Indices der letzteren sämmtlich um 
» erhöht. Wenn man daher durch das Einschliessen in eine Klammer mit 
unten beigefügtem k andeutet, dass in den aus den Grössen / und m zusammen- 
oesetzten Ausdrücken die Indices dieser Grössen sämmtlich um dieselbe Zahl 
erhöht werden sollen, so hat man aus (9.) und (11.) 


4 = (Part (Gr) Brit (fi )eires 

4,41 = (Pi_r)ı d,+ (Q,_.)k Ort | N;_ u) A;12% 

dır2 = (Pia) a4 (q. r)k Ad; N) d;12s 

d; = (P_4)k a, +(P; _)r@; + (Pia) dxr2- 

Substituirt man die vorstehenden Ausdrücke von a;, @;.,,. a; ,, in die Gleichungen 

a = mt Arrı rt Pi Aaron 
a = mM + rıt Tran 
4, = mh +% Yıt tr: Ars 


so giebt die Vergleichung mit (9.) selbst 
Pr (Pit 9 (Pi + rr (Pa) = Pi: 
(9*,) Pi (Pix) + Qu (D,_4) +r, (Pi) Be Pi» 
Pr (Ph + (Pktrr (Pk = Pi; 
und ähnliche Formeln, welche aus diesen erhalten werden, wenn man rechts 
vom Gleichheitszeichen und unter der Klammer q für p setzt. 
Ebenso erhält man aus dem obigen Ausdruck von a,, wenn man darin 
die Gleichung 
a, = P,a+P;a+P; a 
substituirt, und die Vergleichung mit (11.) selbst anstellt 
pr nun P; (P- +) + Pı-ı(Pi_r)r +P; +2 (Pk; 
| P;, = P (Pt Pin (Pit Pr (Ps 
P; = P\(P+ Pin (Pı+ Par (P- 
5 * 


l 


(10*.) 
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Seizt man = 1, so folgt hieraus 


y / n I! en ! \ 
Pr = hp) -m(epa)t(lp;: P=(pa); P =(P-h): 
P;,=(P_ı); P;= _(P.) +u(P);5 P=(P)tm(Pn)ı:; 


l 


woraus auch 


9, = IPB) - mp, +lPps); M=(Po); Pi >= (Pı2)> 
P,=(Pi_); Pi>= (P; at (Pi); P, = (Po)+t/ (P_2)+ m, (P;-ı)ı- 

Dieser Gleichungen kann man sich eben so gut, wie der Gleichungen 
4.) und (6.) zur algebraischen Bildung der Grössen p und P bedienen, und 
die Uebereinstimmung beider Bildungsweisen an den im Vorstehenden gege- 
benen Werthen dieser Grössen prüfen. Wenn man k=i—1 in (9*.) und 
10*.) setzt. erhält man (3.) und (4.). 

Wenn die Werthe der Grössen / und m periodisch wiederkehren, so 
dass sie unverändert bleiben wenn man ihre Indices um eine Zahl k vermehrt. 
so wird in den Formeln (9*.) und (10 *.) 


\ \ 


(Palk=Pn (Pk =Pin (Park = Pi 

Pe Far u ie 
Selzi man in diesem Falle für © nach und nach Vielfache von Bi so kann man 
mittelst (9*.) und (10*.) aus den Grössen p und P, in welchen der Index 
die Werthe %, k+1. 4%42 annimmt, die Werthe derjenigen Grössen p und 
P finden, deren Index ein Vielfaches von 4 ist. 


$.6. Die Grössen / und m sind im Vorhergehenden ganz allgemeine 
Grössen: ich will annehmen, dass sie ganze positive Zahlen sind, welche folgen- 
dermassen bestimmt werden: 


Es seien %,. ©,. 0, drei gegebene positive Grössen, deren grösste w, ist: 





e D, WW, .. 
aus ihnen bestimme man /, und m, als die den Brüchen : nächst klei- 
U 


0 V 


neren eanzen Zahlen. Setzt man 


hu U, W-muZ Od, WW: 


. a . . . ® w . 
so bestimme man ähnlich /, und m, als die den Brüchen —-. —- nächst 


uU, u 





kleineren ganzen Zahlen. Man setzt wieder 
vv -lIlu=% WW -mu =, W=W.. 


Allgemein bestimme man aus «, ®,, w, die Grössen /, und m, als die den 


.. ", mn, . . . .. 
Brüchen —-., —— nächst kleineren ganzen Zahlen, und mit Hülfe derselben 


‘ '; 











©. @. J. Jacobi, über Ausdehnung der Kettenbruch- Algorithmen 


U,» irn %@;,, durch die Gleichungen 


(12.) lu = U» W—-MmUu dt» %=W;ı: 


Wenn #4, >v,, so wird 
=) 9-4 


D e-+1° 
Es folgt hieraus, dass «,, o,, w, positive Grössen von der Beschallen- 
heit sind. dass 
u RE RE 
es wird daher auch, da „_,=w,, 


m, > LA ID, >“ ®, 


und mithin w, immer die grösste der drei Grössen «,;, ®,, w 


Die Grössen a, und ww, nehmen mit wachsendem { fortwährend ab. Aus 
(12.) folgt 





13.) u. = um; —lıa; 
es wird daher 
u 7 Je 
BEE rg m; + li 
also gewiss #,,, << 4w,_,. Die Grössen a, können daher Null werden. oder deı 


Null so nahe kommen, dass der Unterschied kleiner als jede gegebene noch so 
kleine Zahl wird. 


Die Grösse ®, wird aus den Grössen x. mittelst der Gleichunsen 


tl ı 


= lu tun =%u.—- MU‘ 
bestimmt. Diese Grösse ist immer kleiner als a, ,; wenn sie auch < «,, so 
kann der Fall eintreten, dass ®,,,_>e, wird. Es ist dann aber immer »,,,<e® 
da »,,. <w,, und #.,,=e,. Ferner wird in diesem Falle 
un - Marta = d —Mrol;ın, 
woraus 


Ü, 
O3 << — , 
> fs 


also gewiss ©,,;< te; folgt. Aus 9, <w, ®,,,>e, folgt auch v 
da w,,=®,, wenn 2, <u,; dagegen wird aus 9, <u 


+1 — Urı: 
®%,,, < ve, Wiederum 
%,1<U;,;ı folgen, so dass es möglich ist, dass die Grössen e, immer kleiner 
als «, bleiben, und daher die Zahlen /; sämmtlich verschwinden. Ich bemerke 


noch, dass immer m; — {,, dass ferner nur dann 4—=0 werden kann, wenn 


‘> 





m‘ > |;_,, niemals aber wenn m,_ı =|;_.: 
Setzt man 


(14.) UÜ= Wat %d + Wylr, 
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so erhält man durch fortgesetzte Substitution der Gleichungen 
a+laıı t+ma 2 = 4,5, 
v,-lu=Uu;n w—- MU = P1> ,—=@;.: 


nach und nach 
U= wa +00 +Ww,@ 


ua tt, +w,a; 

= bb + od, + WA, 

u. Ss. W. 
und allgemein 
(15.) U= uwa+v;a,,+ %;4,,4>- 
Substituirt man in der Gleichung 
a+% dt +WwWn = Ua + %A,,ıTt W,;A,,; 

für a, @,, a, die Ausdrücke (9.), und setzt die Coefficienten von a, @,,,, %,: 
auf beiden Seiten der so transformirten Gleichung respective einander gleich, 
oder für @,, 4@,,ı, 4;;. die Ausdrücke (11.), und setzt respective die Goef- 
licienten von a, a,. a, einander gleich, so erhält man die Gleichungen 


| = PU +P;%o+Pp; wos 
(16.) . = W+4% +4; wo. 
we =rW+tr;0+tr; %os 
und die reeiproken 
uw = Pw+P,10+P;2W,;, 
> > P;u, +P, 10% +P,aWw;, 
ww, = P,w+P;10+P;.W,: 


u ° 
un 
N | 


Alle in den letzteren Gleichungen vorkommenden Grössen sind positiv; 


man hat daher, da w,=u,_,, 





iin . : U; 1 u—N 1 


Pa o) er u 
u, Pi+2 d, P:;+2 w, P; +2 














oder auch, wenn man ö für ©—1 setzt, und die erste der Gleichungen (16.) 
anwendet. 
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Da die Determinanten der Gleichungen (16.) und (17.) gleich +1 sind. 
so hat man die Gleichungen 


Ye n—q4n=P, un—-qan =P,;, an—qan=P 
(20.) np. — p=Pa; r, Bi— 7 07.998 r.p,—r,p;=P 


ee 9 


+19 


PG-PG = Pin PRG-PpGE = Pin PG-pG= Pin: 


Weuuksutteksn ken Pi» Ffir? PP —Ppi> P.aParrPrrfir P:: 

| 7 2’ D 2! > »'nD / 

21.) Be —P;P,;: Fal di> PP, —P; Pi — Gi; Pr, —P,P., ® ’R a 
F, P, . —P. Hi P. a N; PM 11 au r 1 P — r;; P, M,, -P, Se Tv, 


Aus den Gleichungen (16.) und (17.) folgt ferner 


Fi. +Pp; +P;ip =1, 
(22.) P.ıp + PHP + P;, =; 
P.»p+P:>p:+ PP. - 0, 
zu denen man noch die folgenden hinzufügen kann 
\FusP +PRsp+Pap = 1, 
(23.) Pup+P:up+Pi.p = m, 
P-ıPp: +P._p:+P_ıp; — u. RR 
die sich ans (22.) mittelst der Gleichung 
Ps er mP,.+1Pı+P. 


ergeben. 


Aus (17.) und (21.) folgt 




















2 P+?  Gw—p®d 
= P + ’ 
2 u, i-+2 u, Pir2 
(24.) e | | 
ww _Pır qu—pmd 
U, Dr P; 12 U, P,; +2 
Es werden daher die Brüche 
P;,: P;:2 








by) 
Pi+2 Pi+2 


zwei mit demselben Nenner behaftete Näherungswerthe *) für die Grössen 





® w 
—- und —-. 
uU, u, 





*) Das Gesetz, nach welchem die Annäherung erfolgt, ist in dem mir vorlie 
genden Manuscripte nicht weiter untersucht. H. 
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Entwickelung der reellen Wurzel einer eubischen Gleichung durch kettenbruch- 
ähnliche periodische Algorithmen. 


$. 7. Ich will im Folgenden für «, eine ganze Zahl, und für ©, und 


. Ausdrücke von der Form 


) N 2 
(£ +Pxe+YE 


setzen *). in welchen @, ?, y ganze Zahlen sind, und x eine reelle Wurzel 


© 
einer irreduclibeln kubischen Gleichung bezeichnet, in welcher der Coefficient 
von x’ gleich 1 und die Coeflieienten der drei übrigen Glieder reelle ganze 
Zahlen sind. Ein Ausdruck dieser Art kann nicht verschwinden. ohne dass 
@, 9. y selbst Null sind; hieraus folgt unmittelbar, dass eine Grösse sich nur 


auf eine einzige Weise durch die Form &-+-/Px&-+-yx' darstellen lässt, also nicht 
auch eleich + px y'x’ wird. wenn «', 5’, y' gleichfalls ganze Zahlen be- 
deuten. ohne das «=«, = P,y'=y sind. Zugleich werde ich aber den 


Grössen #,, ®,, w, eine modifieirte Bedeutung geben. 


Es soll nämlich im Folgenden immer «, eine ganze Zahl sein, während 
vr. und ee, Ausdrücke von derselben Form wie ®, und ©, bedeuten. Solchen 


Ausdruck e-+P9x-+ ya’, in welchem «, 5, y ganze Zahlen sind, werde ich hier 


der Kürze halber einen complexen Ausdruck, und @, 5, y die Coefficienten 


desselben nennen, und unter dem Theiler desselben die grösste ganze Zahl 


verstehn. welche zugleich alle drei Zahlen «, 5, y theilt. 


Es sollen ferner, wie früher, /;, und m; die den Brüchen 
”, m; 


u; u; 





nächst kleineren ganzen Zahlen bedeuten. so dass, wenn «,, e,, w, positive 


Zahlen sind. auch die Grössen 
v— lu, w-—mu, u, 


posilive Grössen werden. Diese letzteren Grössen selbst sollen aber nicht 
mehr, wie im Vorhergehenden, mit %,,,, %;;1, %;., bezeichnet werden, sondern 
ihre Producte durch den einfachsten complexen Factor, welcher v,—I;u, zu 


“*) An dieser Stelle betrachtet Jacobi allerdings nur solche Ausdrücke von der 
vorstehenden Form, in welchen x die reelle dritte Wurzel einer ganzen Zahl » ist. 
Dem Manuscripte hat er aber ‚ nachträglich wie es scheint, mehrere lose Blätter hin- 
zugefügt, auf denen x die allgemeinere Bedeutung erhält, die ich ıhm hier gleich von 
vorn herein gebe. Ich erlaubte mir diese Aenderung, da sie nur ganz geringe Mo- 
dificationen erforderte. 
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einer ganzen Zahl macht, dividirt durch die grösste ganze Zahl, welche alle 


diese Producte theilt. Nennt man e, und w;, ®e, und w, die Grössen. welche 
aus ®, und », entstehen, wenn man für x die beiden andern Wurzeln x’ und 
x" der kubischen Gleichung setzt, so wird dieser Factor, den ich mit f; be- 
zeichnen werde. 


(u —Lu)(o; — lu) 


gi 





wenn g,; die grösste ganze Zahl ist, welche die drei Coefficienten des com- 
plexen Ausdrucks 


‚)+LW = (eu—Lu)lo —Lu 


q q ? ® L ! 


e.v, -Lu,(e,+® 
theilt. Bezeichnet man hierauf mit %, die grösste vanze Zahl. welche die drei 
Ausdrücke 


f; 6 .. ; u;), f: w; 





L;u;), fu 
theilt. so wird 


q 


ku, fo -Iu), Ko.=f[w-mu), kw... = fu. 
Hieraus folgt. dass wenn man mit F, das Product 
hf... fe F 
u u | 
bezeichnet, die früher mit #,;, ©,, w, bezeichneten Grössen jetzt durch 
u; n; m, 
FB’ Ki 
ersetzt werden müssen. Es bleiben daher die Verhältnisse von «,, v,. w 
und daher die Quotienten /;, und m,, und daher auch alle Grössen 


5 Ds’ Ps Br Pr fu P 


[1 “3 t 


unverändert. 


is folgt hieraus, dass man in allen im Vorhergehenden aufgestellten 


Formeln keine weitere Veränderung zu treffen braucht, als dass man überall 


U; d; w; . 4 
Fr ’ Fr m für a,, ®,, w, setzt. So erhält man, wenn man 
U » 








U, = wa +o0,a +%,0 
Ü, = 4,40% 4,14 %W;d;.: 
setzt, die Gleichung 
U, = EU... 


Man wird aus (16.) und (17.) die Gleichungen 
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u; Bi ! 1 
FT PWTPVWTP Ws 
® 
/ j v, / ı 
(25.) ; Al GUT gdut G: Wo, 
WW; 


FF trUWrNnUrr Wo, 
\ ? 


f Y 
\ Fi = P, w+P,..,%; +P,2w,, 
26.) \Fu = P; w+ P,10 + Pipw,, 


IF vw, = P,; w+ P;10+ PP »w, 


e 


L 


erhalten. 


. 


$. 8. Die Factoren f; sind ihrer Natur nach immer positive Grössen: 
es werden daher auch F, und «,, e,, w, immer positive Grössen sein, wenn 
man für ©, ©,. 2, solche angenommen hat; es wird ferner, wie früher, w, 
die grösste von den drei Grössen «,, ®;, w, sein, wenn man, wie früher, für 
‚c, die grösste der Grössen %,. ©, %@, nimmt. 


Aus den vorstehenden Gleichungen ergiebt sich 























F;u F;v F,w T 
—ı Po. .>P.o. ı>P., 
w, .. ,; w; 
nnd daher 
, 1 w, BR w; 1 
F - P. Fr. . F. E Go y' b) F u Me I! 
id, ‘+2 sd, P.+2 ww, P;:> 


woraus folgt, dass die complexe Grösse 


/ rn U 
P-Ww+P-1d% pw, = e 
? 
kleiner als die Grössen 
U, ds Ww, 


> ’ ’ 7 


I r-+ 











wird. Es wird daher die complexe Grösse mit wachsendem ö kleiner als jede 
vegebene noch so kleine Grösse. 
Wenn man durch successive Ausführung der Multiplication das Product 


fi f, fi-ı 2. ‚A 
k k kf vu F, 


0 1 





bildet. so müssen sich. wenn ,= 1 *), die Nenner nach jeder Multiplication 


ui . “ Ü w . 
*) D.h. wenn die Grössen on und En welche entwickelt werden, complexe 
0 N 


Zahlen sind, nicht solche Zahlen noch dividirt durch eine ganze Zahl. H. 
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fortheben. Denn man sieht aus der ersten Gleichung (26.), dass F, eine com- 
plexe Zahl ist, oder ein Ausdruck, in dem die Potenzen der Wurzelgrösse 


mit ganzen Zahlen multiplieirt sind, und auch die hinzukommende Constante 
eine ganze Zahl ist. Da 
Ba... = uh, 

und f; durch keine ganze Zahl theilbar ist, so folgt, dass k, immer ein Theile: 
von u, ist. Wenn daher «,=1, so ist auch 4,=1. Wenn «, von 1 ver- 
schieden ist, so folgt aus derselben Gleichung (26.), dass der complexe Aus- 
druck F, niemals einen andern Nenner als », erhalten kann. 

Aus der Gleichung 


we k v; — Lu 
fo, —Lu)=ku,, oder — = 
fi U, 4-1 
folet 
DIR 1 u), — 4)... (0 kin 
27. ] En ESSEE cz 0 Zee Be > Sau E R x ua BE u Fe 
F; uU... 


durch welche Gleichung man den inversen Werth von F, nach und nachı 
bequem als complexen Ausdruck darstellt. 
$. 9. Setzen wir den Fall, dass gleichzeitig 





wu. : yes ua 
so wird die Norm von F;, d. h. das Product aller Ausdrücke, welche aus F 
erhalten werden, wenn man darin der Wurzelgrösse x ihre verschiedenen 
Werthe giebt, der Einheit gleich. 

Es folgt nämlich in diesem Falle *) aus (25.) 


\ 


\" — (n-+ w+  P:% + pw, 


(28.) 0 = ia, Hl 04 g; Wu. 
’ ’ 1 
0 —_ D_% + P-% + (pl FW. 


oder aus (26.) 


r = (P,-F)uw+ Pe + Piüsth, 
(29.) | 0 P,u +(Pı-F)e+ P}+w,. 
0= P;,u, + P;}1P; + (Pia —-F)w.. 


Durch Elimination von %., ®, %, aus (28.) oder von «,;, v,, w, aus (29. 


l 


findet man zwei cubische Gleichungen, deren Wurzeln die drei verschiedenen 





*) Nach 8.3 ist nämlich rn = pıx-ı etc. H. 
6* 
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Werthe sind, welche resp. — und F; annehmen, wenn man darin für x suc- 


F; 
. ' ' 1 v » ® “1° ® . 
cessive x und « setzt. Das von 7 und F, freie Glied in der Determinante 
Li 
v ® ‘ hd ® T « .. 1 y 
der Gleichungen 28.) und (29.) ist die Norm resp. der Grösse 7 und F,. 


Dieses Glied der Determinante ist wiederum eine Determinante. welche nach 
dem Obigen ($.4) den Werth +1 hat. 


$. 10. Man sieht, dass im Vorhergehenden die Norm eines complexen 
Ausdrucks auf eine eigenthümliche Weise eingeführt wird. nämlich als das 
eonstante Glied der algebraischen Gleichung. deren Wurzel der complexe 
Ausdruck ist. Ich will diese Gleichung für ein beliebiges F, aufsuchen, ohne 
die obige Vorausselzung zu machen, das = u, % =v, = W,. 

Da man nach der Voraussetzung jede complexe Zahl als eine lineare 
homogene Funclion von ı,. ©. %,. deren Coefficienten rationale Zahlen sind. 


darstellen kann. so sei 


a = 
" Pr Pu, E Put ß’w.. 
vw, = yuwtyw+r'w. 
Man erhält hiernach 
14 & : Z 
() == pP: _ FR )au4 P: Eu u % P: a 09 


0 = (q, ai —) 4 (q _ et (q. we 6) D. 


2 di x nf \ ‚ Y 
0 —= (r- F )a,+(r. — F -)us+ (ri u = Wi. 


Bezeichnet man die Determinante dieser Gleichungen durch 7, so wird F 





eine Wurzel der eubischen Gleichung 4=0. Der Coeflicient von — in 4 


ist —a(P’y"—P"y) und das ganz constante Glied +1. also. wenn man N 
die Norm von F; nennt, 


30) N = ey" By); 


ı 


oder es ist die Norm von F, die Determinante der Gleichungen, welche u,, v,, w, 
durch u. ©. w, ausdrücken. 
Setzt man 
PP =d, Py-Pr=I, PY-Py=N", 
also N = ad, so wird 
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U, ar u 
& 
u, "dv, Pa Bw, 
e ad Ö , 
u; yı vr D'w, 
Du = —— E nus. 
@ Ö 
Hieraus folgt 
F 
nu Ei > s | P) m > 
0= (RB -—)ut Pu + Pu, 
d"F 


5. (P. _ Le )a,+(P; een £%)e, +(P, u Er) v,. 


0" F, | Ä FF 
) = (P -— =, u+(P. .;*7 Eh -)04 (P, 9 —)w,. 


Durch Elimination von «,, ®,, w, aus diesen Gleichungen erhält man ebenfalls 


eine Gleichung für F,, welche die früher gefundenen enthalten muss. 


$. 11. Wir beschränken uns von hier an auf den Fall, wo w= | 
ist, woraus folgt, dass « eine ganze Zahl und zwar gleich «; wird. Die Glei- 
chung (30.) verwandelt sich durch diese Annahme in 
(30*.) N, = u(Py"—P'y'). 
Ferner sollen die $ und y von hier an ganze Zahlen bedeuten. was dadurch 
von selbst geschieht, dass man annimmt, die complexen Zahlen o, und w,. von 
denen man ausging, und welche die Form 
0, = utAc+ ur. 
©, = WIWULC+WE 
haben, seien so beschaffen, das 4, «,;—4,u, = +1. Alsdann lässt sich nämlich 
z und x’ durch die Form a+be,+cw,, oder, da «,„=1. durch die Form 
au, + be, + cw, darstellen, wo a, b, e ganze Zahlen sind; folglich nimmt jede 
complexe Zahl, also auch e, und w, diese Form an. 
Aus (30*.) folgt nun, dass immer wenn \, gleich 1 wird. auch 
„=1, Py"—-P'r=1 
ist. und dass auch umgekehrt, wenn diese Gleichungen erfüllt sind. die Norm 
von F,; der Einheit gleich wird. Aber damit die Norm von F, der Einheit 
gleich werde, ist die eine bedingung u—= 1 ausreichend, indem sie die andere 


ri . . . . . . u ® r 
By" —P"y'=1 mit sich bringt. Damit nämlich 7 eine ganze complexe Zahl 


i 


P+P;%+Pp; w, 
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. T ur 
ıs!, muss auch die Norm von —- oder 








F; 
u, u; 
N, 2% g' y" nn pr y' 


eine ganze Zahl, und daher u, durch By" —P"y' theilbar sein. Wenn daher 


„1. so muss Py’—P'y als Theiler von 1 der Einheit gleich sein. Es 
kann 9y"—/"y' nicht —1 sein, welches ebenfalls ein Theiler von 1 ist, weil 
/, immer einen posiliven Werth hat, wie aus seiner Definition hervorgeht, woraus 
'olgt. dass auch F,, und daher seine Norm a,(P’y" — P"y') immer positiv ist. 
Es muss daher, da u, positiv ist, auch P'y"— P"y' immer Kae sein. 

Man kann auch zeigen, dass u, selbst durch By" —P"y' theilbar ist. 
Denn da*) 
u Fire F F, 
Po: w N, By "_ Gy 











ine ganze complexe Zahl ist, ($. 7) so kann F;F; durch Ay" —P"y getheilt 
werden. Also ist auch, wenn man für die Wurzel einen ihrer beiden anderen 


\Werthe setzt, F,F, und FF; durch 9'y"—P"y' theilbar, also das Produet 


Naomi ra, I, N 

FEFIF" = wR(ßy" — 3") 
durch 137” — P"y)', und mithin «,F; durch A’y"—P"y'. Es wird also «, mul- 
tiplieirt mit dem Theiler von F, durch ’y"— 5"y' theilbar sein. Es kann aber 


F keinen Theiler haben. Denn sonst würden alle drei Ausdrücke 

a, = F,(p,+pvu+p;w,)» 

= F(+4%+4%), 

w = Fi(r,+r;o,+r, w,) 
‚ienselben Theiler besitzen, während doch «,, v,, w; keinen gemeinschaftlichen 
Theiler haben sollen. Da also F, ohne Theiler, und «,F, durch A’y" — P"y 
Iheilbar ist, muss a, durch P'y"—P"y' theilbar sein, w. z. b. w. 


' 


Anmerkung. Dass die Norm von F, der Einheit gleich ist, wenn 


. . 7 t, 
1, erhellt auch unmittelbar aus dem allgemeinen Satz, dass F, und PR 
1 * . E “ r 
oder — nicht ganze complexe Zahlen sein können, wenn nicht die Norm von 


F, entweder +1 oder —1 ist. Denn es werden dann die Normen von F, 


F, und F; sind die Werthe, welche F, annimmt, wenn man darin für = suc- 
cessive die beiden andern Wurzeln der ceubischen Gleichung & x’ und x’ setzt. Es ıst 
jetzt u, wieder allgemein, und nicht grade 1. 





u 
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1 i n 
oder — ganze Zahlen, welche inverse Werthe haben. welche Eigenschaft nur 


; 
den ganzen Zahlen +1 oder —1 zukommt. 
$. 12. Es soll jetzt gezeigt werden, dass durch P'y"—["y' nicht bloss 
u, sondern auch y—Py" und By'—P'y theilbar sind. 
Man setze 
Bb=— = Bi... ... N p:+Pp:%0+ pP; wo, 
F, By" — a! I Pr TP WU 
so hat &, keinen Theiler, weil p,, p,, pP; keinen gemeinschaftlichen Theileı 
haben können, da sie eine Horizontalreihe der neun Grössen bilden. deren 
Determinante —=1 gefunden war. Aus den Gleichungen 








u,®, / ' ‚ Cs A 
F — ®, », an u, 9:74 dur G: ID), — (P+P ©, we m ) BD, . 
D 
uw FR um ’ ’ 
_— m, », un u, | r; + r, V,, 7 r, W;,) = (| Y un Y "+ Y ID, DD. 
Ü 


folgt, dass die beiden Ausdrücke 


I ı 


P+Put+Pw)P und (Y+yW+r"w)», 


und mithin auch die beiden Ausdrücke 


Hey -Pr)wyP 
durch «, und also durch P'y"—P"y' theilbar sind. Es sind also auch die 
beiden Ausdrücke 

8" 


tl 


Be 2 IN 2: | a 
yv-Pr)P: und (PYy—-Py)P 


und mithin, da &, keinen Theiler hat, auch 3"’y—Py" und Py'—P'y selbeı 
„ 


durch A’y’—P"y' theilbar. 
Es folgt hieraus, dass man immer 
P = aß+bp" 


y zu ay'+by" 


b 


und daher ($. 10) 


u. = P(&u+ta)+P"(w,+b), 
wo, = y(u+ta)+y"(w,+b) 
setzen kann, wo a und b ganze Zahlen sind. 
Da ein Theiler von o, alle drei Zahlen /, P, 2" theilt, so theilt eı 
auch 5’y"—/"y' und mithin auch «,, weil dieses ($.11) ein Vielfaches von 
Pr'—1 


nm! 


ist. Ebenso wird jeder Theiler von w, die Zahlen y, y'. y" 
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’y"—ß"y' und «, theilen. Hieraus folgt, dass v, und w, keinen gemeinschaft- 


lichen Theiler haben können, weil denselben auch «a; haben müsste, und keine 


Zahl zugleich «,, v,. w, theilt. 


ı 


Es sei Ah, der gemeinschaftliche Theiler der Zahlen 5, und /,, der 


also auch Theiler von 
0, Pr-PyY, u -Iu, 
ist. Setzt man 
ov,—lu = hY;, 
wo , keinen Theiler hat, so wird 


- _ BE ur 
pn = ran = F.. 


umd mithin. da F, keinen Theiler hat, h, Theiler von «,,,. Es theilt daher 





h, sowohl u, als u,,,. oder es ist u, sowohl durch h, als durch h,_, theilbar. 


t— 


Setzt man 
Py—-Py = C 
und wie oben 
p+Ppou+pw, = P,, 
so wird „= F,#,, und, da die Norm von F, oder 
F,F;F, = Cu, 
FF = 0». 
Aus der Gleichung 
if; = = (w,—I,u,) 
folgt. dass g, Theiler von h;k,;u,,, ist. Bemerkt man die Gleichung 


f 7 
P,(v,—1;u,) = BF P;;: = u®P, His 





so wird 


v Y fi 'yıv'! u; -1 / 
‚F',= Du = ER =0®$-Z2 (,— Lu) = 


Y 
Cuuzı 








Fink, i k’; . ı = kg Pırıs 
also 
Cnkg; = Cuu,: 
oder 
‚WW Wıı 
tur ir Pre 
Es ıst also g, das Product der drei ganzen Zahlen C,, . oder wenn 


man will, das Product der vier ganzen Zahlen 


k_1C 1 u; Uri 
5 ’ b) 
L—ı ki_ı k; i Cyi 























©. @. J. Jacobi, über Ausdehnung der Kettenbruch-Algorithmen. 49 


= . . Pr . “. . . . Ü;- 
Die erste von diesen vier Grössen ist nämlich eine ganze Zahl, weil ——- 


k,- I 
in , aufgeht, und jeder Theiler von w,, wie in diesem Paragraphen bewiesen 


i n ’ en . ‚ 
wurde, auch C, theilt. Ferner ist 7 eine ganze Zahl, weil, wie man oben 
t; 


$.7 sah, A,w,,,=f;w, und f; durch keine ganze Zahl theilbar ist. also %, in 
u, aufgehen muss. 


y 


1 n 1 . . Ü; u, rg . 
Da g; ein Theiler von h,k;u,,, ist, so folgt hieraus, dass Dr Theiler 
l, t, 
von k,;C;., ist. Aus der Gleichung 
k;C;4ı 
u; 





y 
I: “u C u, 41 


a 


° . rg . G rg . . 
ergiebt sich, dass g; Theiler von C;u;,, oder rn Theiler von u,,, ist. Es 


folgt aus dem Vorstehenden ferner, dass n Theiler von PRRSGE U ist. 
! u, 


Au ,=F,#, ergiebt sich 
= u,F,#$=FF®b® —=-0(0#P®®), 
und daher 
bb — FR. 
Es folgen hieraus die Normen von F;, f;, P, resp. gleich 
2 


C ur u; 
U, g; ’ C & 
Jr N 





Man ersieht ferner aus diesen Formeln, dass die Producte 
FF, ff, B# 
resp. die Zahlen 





I k;u;:ıh; u; 
A = | 
9: C, 
zu ihren grössten Theilern haben. 


Setzt man 
tut = P, 
so hat man die Gleichungen 
$v = Pu, 
$Pw = P_u,. 
Es folgt hieraus, dass die beiden Ausdrücke 
vu-Pw)P, = Clu+ta)B,, 


(Pw—-ye)P; = C(w+b)#, 
Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 1. 
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durch #, theilbar sind. Es werden daher die beiden complexen Ausdrücke 


q 


wtra®,, w,+b)#;, 
durch die Zahl Tr theilbar, und 7 theilt die Normen *) von v,+a@ und w,-+b. 
i 
Hieraus ergiebt sich die folgende merkwürdige Eigenschaft der Grössen 
u..v.w,.. Es sei 
v, = Pu +a)+P; (ww+b,), 
vo, = yo +a)+Y; (wo+b,), 
so sind die Zahlen 
u; 


so beschaffen. dass in bezug auf dieselben als Moduln die eubischen Glei- 


chungen, deren Wurzeln v, und w, sind, gelöst werden können, und es werden 


resp. — a, und —b, die Werthe der Wurzeln dieser Congruenzen. Ist ins- 
besondere 
3 3 . 
= Yn, wu, = yn, 
0 u, 
so sind die Zahlen ———— solche, von denen n cubischer Rest ist, und 


P, Yi Er ß, Yi 
es werden 
a+n, b/-+m 
u, E 

durch ge= 0) = ; Zur theilbar. 

P, Yı hi Bi Yı 

Zur Vervollständigung des vorstehenden Satzes für den Fall, wo ©,= ır, 

’ > . u; 
,— x’. muss noch bemerkt werden, dass auch @-+b durch T. aufgeht. Da 


*) Wenn ich von den Ausdrücken zu den Normen übergehe, so finde ich, dass 


R u 2 ’ 
das (,tache der Normen durch —- theilbar ist, kann also das obige Resultat nur 


C; 
‘ 4 u; . ' } 
unter der Voraussetzung nachweisen, dass C; zu er relative Primzahl ist. Haben die 
i 
beiden Grössen den grössten Theiler d gemein, so kann ich demnach nur schliessen, 


u u ’ 
dass die Normen durch EYG theilbar sind, wodurch die Resultate bis zum Schluss 
ı 





dieses Paragraphen sich etwas modificiren würden. Dieser Theil des Manuscriptes, 
der aus einer keihe von Einschiebungen besteht, befindet sich in einem weniger druck- 
fertigen Zustande als der frühere, und giebt nicht hinreichende Andeutungen für den 
Beweis. 

Den tolgenden Satz erhält man, da die Norm von a-+v, gleich 


a+a’e,+e,+p,)+tal,e, +v,o/+e/o)+pv,v,v, 


ist, und die Coefficienten der Potenzen von a zugleich die Coefficienten der Gleichung 
für —o sind. H. 
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nämlich in diesem Falle die Ausdrücke 


(a+x)P;, (b+r)P 


U; . . x . 
durch 7 aufgehen, so ist dies auch der Fall mit 
s 


I(a—z)(a+r)+b+r\Bb, = (A +b)B, 
woraus der zu beweisende Satz folgt. Man wird im Allgemeinen zeigen 
können, dass die zwischen den Grössen ve, und w, Statt findende Gleichung 


R y . . m u; . 
zweiten Grades eine Congruenz in Bezug auf den Modul 7, wird, wenn man 


! 


v, und w, resp. durch —a und —b ersetzt. 


8. 13. Ich will jetzt einige allgemeine Betrachtungen über den Fall 
anstellen, wenn eine aus den Wurzeln einer cubischen Gleichung gebildete 
Zahl selber keinen Theiler hat, aber das Product zweier ihrer Werthe durch 
eine Zahl theilbar ist. 

Es seien s, s’, s’ die Werthe der complexen Zahl, welche respective 
aus der ersten, zweiten, dritten Wurzel der Gleichung, oder den Grössen 


" 


x, x, x" gebildet werden. Man kann dann mittelst der gegebenen Gleichung 
das Product s’s’ durch die erste Wurzel ausdrücken, und es wird dieser Aus- 
druck wieder eine complexe Zahl, von der ich annehme, dass sie einen Theiler 
t habe. Denselben Theiler werden die Producte s”’s und ss’ besitzen. wenn 
man dieselben respeclive durch die zweite und dritte Wurzel ausdrückt. Es 
wird daher das Product 

0-8) (8-8) 5") = 8” (# | 
als eine ganze rationale Function der drei Wurzeln dargestellt werden können, 
deren Coefficienten ganze, durch £ theilbare Zahlen sind. 


Es sei 








„nn N  , ; \ N f A\ 
Ss )TS SS —S)TSS (S—S) 


„ 


s=0+PacH+ya, ss’ = a +P'r+y'r, 
wo die Buchstaben nicht ihre frühere Bedeutung haben. Zufolge der ge- 
machten Voraussetzung sollen «, 5, y keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. 


aber @’', 5’, y' durch £ aufgehen. Substituirt man die Ausdrücke von s’ und 


s', so erhält man 


!’—s'" = (X —-z"){P+y(a +2”) = (ea) ye), 
wo 
de = P+ya, 


' 


wenn a die durch die Gleichung gegebene Summe der drei Wurzeln x, x’, x" 
bezeichnet. Hieraus folgt, wenn man 


X = (e-e) (2 —-2")(2’— x") 
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setzt. die Gleichung 


(8) (s—-s")(! 8") = A(d zer) (d-ya’)(d—ya”). 
Es ist ferner 
®’—s" + 5 + s-! =0, 
‚4A IM ml em z r 
z(s—s )+2(8 —s)+x2(s-s) = —yA, 
x (!-s")+ae"(’—s)+e" (ss) = PA, 
und daher 
ss (5) lH!) = XKPy— Pr). 


Hieraus ergiebt sich die merkwürdige Gleichung 
d—-ya)(d—ya')(d—ya") = Pr—Py. 
Es folgt aus dieser Gleichung, dass, wenn t das Product s’s’, und mithin die 
beiden Zahlen 5 und y' theilt, die gegebene cubische Gleichung eine in bezug 
auf den Modul t lösbare Congruenz ist. 

Zur näheren Erläuterung dieses Satzes bemerke ich, dass t mit y 
keinen gemeinschaftlichen Theiler haben kann. Es müsste nämlich durch diesen 
auch das Product 

(@a+Pa')(a-+Px") 
aufgehen, welches, wenn man mit 5b die durch die cubische Gleichung ge- 
sebene Summe der Amben der drei Wurzeln bezeichnet, dem Ausdrucke 
a +aoß +b°—a(aß+apf)—+ xp” 
gleich wird. Hieraus aber würde folgen. dass auch « und 5 einen Theiler 


mit > und # gemein haben müssten, was gegen die Voraussetzung ist, dass 


d 
@, 9. y keinen gemeinschaftlichen Theiler haben sollen. 

Die obige Formel giebt zugleich eine Wurzel der ceubischen Congruenz,. 
Es ist dieselbe die Summe der Wurzeln vermehrt um eine Zahl, welche mit 

multiplieirt und durch t dividirt denselben Rest wie 9 giebt. Für den be- 

sondern Fall, wenn die complexe Zahl s aus der Cubikwurzel von » gebildet 
ist, oder ©’ =» die gegebene Gleichung war, folgt dass » cubischer Rest von 
f sein muss. 

Ich will im Folgenden den Werth von y’ bestimmen. Stellt man die 
(srössen 

2, "ra, rer), 2” 

durch einen Ausdruck von der Form 
ve +vc+rv" 


dar, und nennt die Werthe von » in diesen vier Ausdrücken resp. vı, Pr, 
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Y3, Y4, So Wird 


= fr tapn+ßyy;H+Y'vi. 
Ist die gegebene cubische Gleichung 
ar +br—c = I, 
so wird 
u, n-hl na nah 


Durch Substitution dieser Werthe erhält man 


2 


A ee /D2 Aa | Du, a, 
und hieraus, weil 7’ durch £ theilbar ist, wenn man wiederum d= A +ya 
einführt 

Pd — ar + rb=0 (mod.t). 
Eine Wurzel o der Congruenz 

x —ar+be—-ce=0 (mod.t 

wurde durch die Congruenz 

vz= ) = ya +9 (mod. t) 
gegeben. Substituirt man in die gefundene Congruenz für Ö diesen Werth 
yo und dividirt durch 7, welches (s. o.) keinen Theiler mit # gemein hat. so 
erhält man 

e=Po+yb=y(e—ao+b) (mod.t) 

und daher 
o=ye  (mod.t). 


Wenn die gegebene Gleichung 


ist, also a=0, b=0, e=n, so folgt hieraus 
o=yn, oder oP=ny (mod.t). 


Aus den Congruenzen 





w=yc ep-e=-—yb, yo-P=ya (mod.t 
folgt die in Bezug auf x identische Congruenz 
(oe—-a)(a+Pce+yzE) = yle—be+ar — x mod.f). 
Man erhält aus derselben einen Satz, der in dem Falle, dass ? eine ungrade 
Primzahl ist, besonders einfach wird und besagt, dass die beiden andern Wurzeln 


der ceubischen Congruenz, wenn dergleichen vorhanden sind, durch die Congruenz 
ea+Pre+ye=0 (mod.t) 


gegeben werden, und dass daher die cubische Congruenz in Bezug auf den 
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Modulus t eine oder drei Wurzeln hat, je nachdem die Zahl 


—A4oy 
quadratischer Niehtrest oder Rest von t ist. 


Setzt man 





so wird 

er 
h} 
s ist daher die eubische Gleichung, aus deren Wurzel v, und w, gebildet sind, 
I 


„5 lösbar. Wenn ferner ©,=x, w,=x’, so hat man 


sh; = P,(z+a)+P; (a +b)—I;u, 


in Bezug auf alle Moduln 


und es wird 
y’! 


Beh, ehr 


? hat keinen Theiler mit 7 gemein, weil A, der Theiler von /, und /, war. 


n 9; PR } g; 

Ferner hat y oder 7 keinen Theiler mit t= gemein. Man hat in dem 
3 RR j 

speciellen Falle, wenn v,= yn, w,= yn', also auch =» ist, dass 


oe =n (mod.t) 


also 
(yo)’—ny =0 (mod.t), 


woraus folgt, dass 














P—ny = (mod. ?). 
In diesem speciellen Falle ist also n von allen Zahlen : cubischer Rest, und 
Immer 
23 213‘ 
h? (Pi N), ) 
9: 
theilbar durch u 
Da ferner g, ein Theiler von C,«,,, war ($.12) und ©, und «,,, durch 
’ : a Ü _. . ö 
h, theilbar sind, so ist 7, ein Theiler von ir. Man hat auch 
''3 13 a #08 3 13 
Fig g3 1 __ ß: 3 „3 Pi Yi — Pi Yi 
5 U% — np, h =. h’ (Y; —NYy )+ h? 
Das letzte Glied ist durch 
GG _ Br Gy 
Gr h, 
theilbar, während y, d. h. —— keinen Theiler mit #, also auch mit — goe- 


h; ? h, 
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mein hat. Hieraus folgt, dass auch 


theilbar durch 2 ist. 

$. 14. Um mich in diesen Algorithmen näher zu orienliren, und zu 
sehen. ob die Quotienten /, und m,, wie bei der Verwandlung der Quadrat- 
wurzeln in einen Kettenbruch, periodisch wiederkehren, endlich, ob man hier- 
bei auf complexe Ausdrücke kommt, deren Norm —=1 wird, habe ich, als ich 
zuerst im Jahre 1839 diesen Gegenstand untersuchte, mehrere Beispiele be- 
rechnet, welche ich hier mittheilen will, da seitdem mehrere Mathematiker sich 
mit ähnlichen Untersuchungen zu beschäftigen angefangen haben, denen solche 
ziemlich mühsame Beispiele zur Aufstellung einer vollständigen Theorie zu 
Anhaltspunkten dienen können. Das Resultat, dass man hierbei nach einigen 
unregelmässigen Anfangsgliedern zuletzt wirklich auf Perioden geführt wird, 


habe ich in damaliger Zeit meinen Freunden Dirichlet und Borchardt mit- 


getheilt. 


Erstes Beispiel. 
3 3 
Entwickelung von y2 und y4. 


(Ya= 1.260: yA un 1.387). 


ui u 
= /2 ni 
= y4 = y4+y2-+H1 
u=fh(y2-1)=1 > 
o, = f(y4—1) = Y2%-+1 m, = 3 
wo, = yA+y2H fi = yA+y2 
= fıl ‚2 —1)=1 >38 
v, fı(yA+y2—2)=y2+2 m, — 3 
0, = ' 4 + ‚2 +1 f: — /A . 2 | | 


= h(y2—1)=1 
d; = fı(y4 +] 2—2) = y2 +2 
w, = yA+y2+1. 
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Weiter braucht man die Rechnung nicht fortzusetzen, da “,. ©, w; dieselben 
Grössen wie 25, %,. @, sind. und also auch alle folgenden, wenn ?—2, die- 





selben Werthe 
sa ae y2 +2, w= ya+ v2 +1 

erhalten. Schreibt man, um die unregelmässigen Anfangsglieder zu vermeiden, 
ln os @, für @,. ©. w, und berechnet die ganzen Zahlen p,, p,, etc., P,, 
P.. ete. nach den gegebenen Regeln, indem man alle Quotienten / und m 
oleich 3 setzt, so erhält man 
| 1 ‚3 u u 3 

——— = (Y2-1}=p+p.(/2+9)+p/ (YA+Y2+1), 


Bi E 
CZERZER), 





+ = (72-12 +72)=9g+4(Y2+2)+4 (yA+Y2+1); 

(v4+Y2-+1)' 

ferner 
(Ya+Y2+H1) = P+P,1(y2+2)+P,a(y4+y2-+H1), 
(YA+y2+H1)@+y2) = P+Piu(y2+2)+Pia(y4+y2+1), 
Y4+y2+1) = P/+P!,(y2+2)+P/,(yA+Y2 +1). 

Daraus, dass sich die Quotienten / und m nicht ändern, wenn man 

ihre Indices vermehrt, ergiebt sich zufolge der aus den Gleichungen (10*.) 

und (9*.) für k=1 abgeleiteten Formeln 
P, = Pu Bert.» Bern fi She 


Die vorstehenden Formeln geben ein leichtes Mittel, die Potenzen von 
y4--y2-+1 zu bilden, indem man sie unter der Form 


P+P,.(Y2+2)+P,a(ya+Y2+1) = (Y4+Y2 +1) 


darstellt, wo 
P,=1,P,=9% PR,=0, P,=1,P,=3, ,=12, PR, =, P,= 177, 
und immer 


P;;; _ 3(P.2+P.ı)+P:- 


? 


Um dies zu prüfen setze man 


YaA+y2H = -— = z, 
y2—1 





woraus 


zy2=a+4l, D-32432 +41 
und daher auch 
ar = det’ +3ct 2 


folgt. woraus sich die angegebene recurrirende Bildungsweise von z, ergiebt. 
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Unter derselben Form kann man nach dem Vorstehenden leicht auch 


3 
die positiven Potenzen von y2—1 darstellen. Es wird nämlich 
3 3 3 3 
Y?-1-= p+p(Y2+2)+p; (Y4A+Yy2+1) 
3 3 3 
= 9 +pP.-ı(y2+2)+p.(y4+yY2+1 


wo 
p=1,pn =-3, p=6,;: = —8, m, =93, 5 = 21, 9, = —80, etc 
und immer 
P4+s3s = —-3(PaatPpiı)+P;- 

Auch dies folet. wenn man 

3 

%-1=y 
setzt, aus den Gleichungen 

y=-3y—3y+1, ya —Iytr—Iyt Hg. 


Von p, an werden die Grössen p, regelmässig das Zeichen wechseln 
und ihrem absoluten Werthe nach jede ungefähr das Dreifache der vorher- 
gehenden, wie dies auch bei den Grössen P, der Fall ist. Es wird demnach 
p, immer absolut kleiner als P;,.. 

Die Gleichungen 

(y2—1): = 9, +p.(y2 +2) +», (y4+y2? +1), 

h 3 3 3 
(y2-1)" = p_\,+p:-(Y2+2)+p1(y4+y2+1) 
geben, wenn man die oben gefundenen Ausdrücke (20.) der Grössen P durch 
die Grössen p benutz! 





p! 21)" -p(y2 1 = —Piu+Pu1(y2+2), 
pP (ya-1)"-pi(2-1) = Pu-Puly4+Y2-H), 
re ar Beten Br en Pa = Mut P,, 
pr" -p:(y2-1) = —P, + P,.(y2—1 )» 
pl" -palf2 1 = Pa-Puydty2+1). 
Diese beiden Gleichungen geben für 21 = — s Näherungswerthe 


ya+y2+1 


P; P;ı i u ' 
2. Diese Näherungswerthe werden nach einander 


5) [3 
P;}ı P;+2 





F 2 
> Im in Im 47 us w. 
Der Näherungswerth 447 beträgt 0.259912, während der wahre Werth 
0.259921 ist. 
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58 Ü. @. J. Jacobi, über Ausdehnung der Kettenbruch- Algorithmen. 





Addirt man die beiden vorstehenden Gleichungen, so erhält man die 


3 
Reihe der Näherungswerthe für y4 durch die Formel 


(Pi-ı + Pi ) (y2—1) u; (Pi: + P:i-3) (} 2 —1 ) 
- P 2 a 2P. N —P, Hi .- P, Rn Pt 2P.+P_MÜ-Piaı ' 4, 


woraus annäherungsweise 


P,ı+2P;+P,_, 


- 2P+P 
Ps z 


Pi 








3 
y4—1= 
Seizt man 2P,+P,_,= Q;-ı, So wird 

0, =R2, (;=1, Q,=2, 0,=104, 0,=400, etc 


und allgemein 


J, > ee 2 (Qt Q0H)+O;: 


3 
Die successiven Näherungswerthe für y4—1 werden 


vun 
I 


27 104 40 
» 12» I 177: 68m ele. 

Der Näherungswerth #4? beträgt 0.585737 während der wahre Werth 0,58740 
ist. Das Charakteristische dieser Annäherungen ist, dass die beiderlei Nähe- 


ungswerlhe für v2 und yA Brüche mit demselben Nenner sind (cf. $. 6). 


Zweites Beispiel. 
Entwickelung von ya und v9. 
(y3 = 1,442, 9 = 2,080) 
Wenn 
v,—Iu = ay9+P y3-+7, 
f, = «y9+B'Y34y\, 
so wird nach $. 7, 
ge =P-ay, BP =Ie—Py, gy =Yy-Iaß, 
wo g, der gemeinschaftliche Theiler der drei rechter Hand befindlichen Zahlen 
ist: ferner 
hu. = flo —Iu)=3(Pae+ap)+yy', 
ho, = f;(w,— m,u,), 
kw =fia, 


wo 4, eine Zahl ist, die alle Ausdrücke rechter Hand theilt. 
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Man setze v3 = g. 


Zn = 1 l, = 1 Yı - I 
n=® m, = 2 1 
IM ;, — x fo — x’ 4 Mn +1 

un ann 2 I, u 0 ( | 2 
vo = fi  —-2)=—-+r1 m =? k,—2 
vo =c+c+1 = e+2+2 

ni bei nl 
if +2 —3)=r m —=5 ,=1 
0% = 2° -+c+2 e=e+c+1 

= # ,=1 93 < 
©; == f: (x° = C— 3) = nt +r 1 3 m; 2 k; — 2 
vo =xc+c+1 h = re +c+2 


=, = WU 


so dass man hier aufhören kann. 
Wenn man, um wieder die nicht zur Periode gehörigen Anfangselieder 
zu vermeiden, von den Grössen 
„1, >85, w=ertzt2 


ausgeht, wodurch alle unteren Indices um 2 verringert werden müssen. so 
hat man 





,; =u—]1 , = =2 2, =w=c+c+2 
SE 7 En Gut =-eHtr 43 ws Sw=rtcHl 
fa = fh = e’+2c+1 „ee 2, md sch: 
farı = fi = 2 +2+2 RE TE n Mm =2 kımh=?2 
Pr = bl — 2043044 F,= 0 Fan = Fifu; 
ferner > 
P;, Tee Part Parıt P;; Pa+3 — —Pa+2 —2p;; ı tr Pa 
P;, . = 2Pa+3+ Pau + Parı Pur = —"Pars ” IPs; ‚2 Px--ı 


Ga+1 = Ps-ı 7 Pa = Pa+2t Pazı 
Jüi+2 = Pu 7 Pr — Pa+3 + Pa+2 9 


5 * 
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in welchen Gleichungen man sämmtlichen Grössen auch einen oder zwei 
) 


Accente geben kann. Aus (24.) folgt, dass die mit demselben Nenner be- 


hafteten Brüche | 
P, +2 P; +2 


. 


P;:> P; >» 








) 


une vw, EEE nn 2 
Näheruneswerthe der Grössen —., > oder der Grössen z und 2€’+xc-+?2 sind 


2 0 


Die Anfaneswerthe der Grössen P und p sind 
P Au P., = pP, = P,=2 
P,=V P, = ! P, =V0 P; — r —e 
P, = PA = et P,=5 P, = 11 
a p = —1 n». =—4 9 =1 9, = 
Du, =V a. p =—]1 pP; = —1 P: == 7 
p=0 pe=V mp =1 p=-1 y=-4. 


\lan kann auf folgende Art die Grössen p, und p, auf p,, und die Grössen 
P und P, auf P, zurückführen, und eine recurrirende Gleichung zwischen 
vier Grössen P erhalten, welche die Indices i, ö©+2, ©+4, ö©+6 haben. 
Aus den Formeln (9*.) in $.5 ergeben sich für k=1 die allgemeinen 

Formeln 

pi = (Pi) -m(P-ı)ıt (Pi-ı)ı 

pP: = (Pı-uı Pı = (Pi-ı)ı- 
Zu diesen Gleichungen muss man die folgenden hinzufügen, welche sich aus 
ihnen ergeben, wenn man die Indices der Quotienten um 1 vermehrt. 

\ pi) = -I (Pi-ı )—mı (P-ı)a + ( Pi 1) 

(Poı = (Pr): (Pl (Pr-a)h- 
Für unsern Fall geben diese Gleichungen 

PB=—- (Pad 9 (Pt (Po) = -p—-Pir+Ppi-: 
Pi)ı —p, » = — 91 Rp tPp;-ı pi == B...:. 
Es folgen hieraus, wenn man in dem Ausdruck von p;,, den Index i 
um I erniedrigt und p,_, für p,_» substituirt, zwischen den Grössen p und p' 
die beiden Gleichungen 
-pt+Pp = p+5Pp.— 
p:+ 2 pi_: = —-DntPpi 
und hieraus 
3%, = —%p,—-11pa+p 

3Pi_a Pit 4p,_—: +P:4 


I 
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oder 

IPirs = — 2p,; 47 11», 2 tPp =Pist 4p, ++ Pi42 

P:i+6 — —6(p44+2p; 2)+tPp;- 
In der letzteren Gleichung kann man auch p’ oder p” für p setzen, und sieh! 
hieraus, dass | 

Pi» Pzx>» Pa> Par» Par+ı» Parı 
die Coefficienten der allgemeinen Glieder in der Entwickelung von Brüchen 
werden, welche den Nenner 
(1+232)’ — 92° 

haben. 


Auf ähnliche Art leitet man aus (10*.) die folgenden Gleichungen ab 
P)=(Ponı; P,=(P._\\)ı+4(P;_\)::; Pr, = ta), 
Pia. AUT AR Yet 

aus welchen 
P,=P!,+P, P!=P_,+P!,+5P, P.=P_-+2P\, 
folgt. Die letzte dieser Gleichungen giebt 
Pırı rn P_;+P 


Setzt man hierin ©+1 für ’, so hat man zwischen den Grössen P und P’ die 


+2P. 


e—1 e—1' 


beiden Gleichungen 
P;—-P; Em 
aus welchen 
3P; =P,.+4P;+P_., 3P;_. = P.-11P,—2P,_: 


und daher 


SP;.= Put4P..+P,=P,-1P,.-2P,. 
3P,.= 4P,ua+4AP,a+P,=P,.— 8P..—2P 
P:rs a 12P 44 + 6P,.a-+P, 


hervorgeht. In der letzten Gleichung kann auch P', P" für P gesetzt werden 


1-77 2 


Man sieht aus derselben, dass die recurrirenden Reihen, deren allgemeine 


Glieder 
I 1! } p ! 
Pos Pas Pas Par» Par, Par 


sind, aus der Entwickelung von Brüchen hervorgehen, welche den Nenner 
3 
9—(2+y) 
haben, der aus dem vorigen erhalten wird, wenn man ur; setzt und mit 





—y° multiplieirt. 













» 
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Die oben aufgestellte allgemeine Theorie ergiebt durch einige leicht 


unzustellende Betrachtungen, dass diese Nenner jedesmal die resp. mit —z‘, 


y’ multiplieirten Determinanten der Grössen 





1 I 1 
er P: P: P.— Yy P;; Pu 
| ! ' ' 1 DI’ 
q, nr 0: P; Fam P.+: 
! ! 4 I! 2 Bl 1 
P:i-ı P:-ı a Sure P; Pin der 
werden, wenn i der Index der Periode oder 
sr Kae 
ist. Für unser Beispiel werden diese Determinanten 
[ | 1 ’ 
-(4+ —) E 1 2. 1 2 
1 1 
3 14278 01-003 
1 1 
| 1 -—— 1 > 11— —., 
Aue! Y 


und ihre resp. mit —z', —y’ multiplieirten Ausdrücke geben in der That die 
im Vorhergehenden gefundenen Nenner. 
Ich will noch bemerken, dass man, wenn i grade ist, die Gleichungen 


I 


—-P,+Pi— = P + 9Pp:— = Pi-3—P:-; 
P, r : — P,»+9»P, Zu Pi -P;_ı 
hat. aus denen, da 
s,=n=--L PR=P,=0 
ist. alleemein 9, =Pp;_1, P; = P;_,, oder wenn man % für ö setzt 
| er. 
Pa — Pxs-ı» P4 = Pa-ı 


folet. 


Der complexe Ausdruck 
F, = 2y9+2y3+4, 


hat zufolge des oben gegebenen allgemeinen Satzes, wie man leicht prüft, 
die Einheit zur Norm. Der inverse Werth derselben wird durch die Formel 








1 Bun kökı ehe (dv, eh I, u) (®, ee I, U, ) 

A: u, ’ 
Va -1)(-/9+yY3 +1 
v3—1N)(—-v9+Y3+ 

Ge - ee 3 = ) won Y9—2 


gegeben. Setzt man denselben =y, so wird 
f 3 





©. @. J. Jacobi, über Ausdehnung der Kettenbruch - Algorithmen. 


wo der Ausdruck links der Nenner der Brüche ist, aus deren Entwickeluns 
die recurrirenden Reihen hervorgehen, deren allgemeine Glieder die Grössen 


P., P;;ı. P;, etc. sind. 
Drittes Beispiel. 


Entwickelung von v5 und v25. 
3 3 
(y5 = 1,710, y25 = 2,924) 
3 


Man setze yJ =. 


u=1 wei ut 
= wZ nei 
w,= x h=e+c+l 
fie —-1)=4 h(&®—2)= - a +3c+3 

4 = 4 zu f 9: 5 
vo, = —-2°+3c2+3 | k, 
vo, =ı%+2+1 fi= ©®+c+2 

fi - 2’ +32 —1)=8 fi +2 —-3) =4r+4 
un a1 1 
o=cH+l1 m —=93 .=2% 
vo =2°+r2+2 £=se+tae+l 

pe -1)=4 £ ®+2—4) = -20°’+2c+6 
=? 1=0 ii 
, =—-e+2+3 m, =? ,=?% 
vw, =ac+c+1 b=2e+c+7 

f - x +x2+3) = 26 (2 +2 —3) = 20° +14 — 6 
u, = 13 h=0 9, = 26 
vu, = xc+72—3 m,—1 k, = 13 
w,=?22°+xc+7 , =2e°+c—1 
ha +72e-3)=78 fı (22° +6) = — 132° 4132 +26 
u,—=6 = 6 = 
= —-c+c+2 m, —1 k. = 6 
w,=2c°+c—1 = x%°+2+3 
fs -e+2+2)=6 £ 2e’+c—-7)=6r+6 

u —1 L=%2 6 
s=ac+1 m; —= 7 „1 
w=c+x+3 k=e+teri=f 


f(<-1)=4 fs @ +2 —4) = — 20’ +2c +6 





03 
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u = g= - 
v- = —2r’+2c +6 m, — 1 k-— 2 
v-=xc+c+1 ‚=?:r+ce+T7=f 

( —22’+22 +6) = 92  @® +2 —-3) =2r2 +14 —6 


u. = 26 .= 0 gs = 26 
vr +7r—9 m; = 1 k, = 26 
vw = 4x +2cr+14 ‚re +c1=fı 

f.(2 +72 —3) = 78 fs A&’ +22 — 12) = — 260°+ 262 + 92 
uw=3 .=0 9=3 
“= -eE+2c+2 m=?2 ko = 3 
vw, Re +e—1 p=se+ce+3=f, 

pa +x+2) = 6 fh 22° +2 —7) = 67+6 

ua ee ut 
tun =r2cH+2 mu = 3 = 


Yun z=ct+re+3 h=c+z11=f 
fw(22—2) =8 fu + —-3)=— r+3r+7 

| et Iu=B8 
tv, = —-ec°+93c+7 m, —1 8 
1 = 20 +2c+2 =re+ze+2=f 

fu -e+3c—1)=8 fu (22°+22—6) =8r+8 


u. n=% gpm1 
tn =acH+l m. = 6 Be 
On = c+c+2 fe =sre+ce+1=f 

fo» e-1)=4 fv (@ +2 —4) = —2r’ +22 +6 
u, ei 


0; = —-2r’+2c+6 
Oo; =c+c+Hl 
Da nun 
U Uu pt, Wam=U%;, 
so beginnt an dieser Stelle die Periode, und die Rechnung kann demnach hier 
abgebrochen werden. 














Ueber die allgememen Eigenschaften der Klasse 
von Doppelintegralen, zu welcher das Fouriersche 
Doppelintegral gehört. 


(Von Herrn Paul du Bois-Reymond in Heidelberg.) 


Eınleıtun 


D: Fouriersche Formel 


1.) af) = /ay ax cos(y r—H)fia 


0) I. 
gehört zu einer grösseren Klasse von Doppelintegralen, deren wahre Natur 
zu entwickeln vornehmlich deshalb von Interesse ist, weil diese Integrale als 
Grenzfälle der Auflösungen linearer partlieller Differentialgleichungen eine 
wichtige Rolle spielen. 

Der besondere analytische Charakter des Fourierschen Doppelintegrals. 
auf welchem seine Eigenschaft. sesetzlose Funetionen darzustellen, beruht, er- 
scheint indessen in obiger Form, hauptsächlich durch die unendlichen Grenzen. 
etwas verhüllt. Durch eine naheliegende Umformung können wir alsbald die 
Fundamentaleigenschaft des Fourierschen Doppelintegrals hervortreten lassen. 

Wir setzen &=0 und für einen Augenblick auch fx) =0 ausserhalb 
des Intervalls z=a...2—=b. Ist der Werth r—=0O nicht in diesem Intervall 


gelegen. so folgt: 


{ 


2) 0 = fayfdrcos(ey) fie) 


0 a 

Diese Formel gilt aber auch, wenn wir die über f(x) gemachte Vor- 
ausselzung, dass diese Function ausserhalb des Intervalls a@...b gleich Null 
sei. fallen lassen. und sie uns vielmehr von = — x bis 2r=+x beliebig ge- 
geben denken. Denn eine beliebig gegebene Strecke einer gesetzlosen Function 
enthält keine Bestimmung für deren übrigen Verlauf, und in dem Integral 2. 
sind nur die in dem Intervall a...b stattfindenden Werthe der Function fr 
verireten. so dass wir über ihren übrigen Verlauf nach Willkür verfügen 
können. 

Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 1. 0 
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Die Formel (2.) drückt die erste Grundeigenschaft des Fourierschen In- 
tegrals aus. Die andere Eigenschaft erhält man so. Wir denken uns in (1.) 
=—0, und wieder für einen Augenblick f(x) =0 ausserhalb des Intervalls 
2 = -a...e=-+a, wodurch wir erhalten: 


% +4 
af(V) = Jay /dxcos(ay)f(e). 


0 —ı 


Nun nehmen wir an f(@)=f(—x). Daraus folgt: 


Jay fax cos(zy)f(x) = 2 /dy [axcos (zy)f(e) =nf(0) 


oder 


7ı 


3.) 5 (0) — /dy [dxcos(ay) fie). 


Auch in dieser Formel geben wir die Voraussetzungen über f(x), die zu ihr 





führten, auf, und denken uns f(x) im ganzen Intervall = — x... 2 =+x 
beliebig gegeben. 

Die Formel (2.) kann als eine Folge von Formel (3.) angesehen wer- 
den. In beiden Formeln sind a und 5b beliebige positive Grössen, und man 
kann sich sowohl « als 5—.a kleiner denken als jede noch so kleine ge- 
vebene (srösse. 

Dass die Formeln (2.) und (3.) mit der Fourierschen Formel (1.) voll- 
kommen äquivalent sind, wird dadurch erwiesen, dass man, ähnlich wie wir 
eben von (1.) zu (3.) gelangten, von (3.) zu (1.) zurückgelangen kann. Setzen 
wir in (3.) unter dem Integralzeichen —x statt x, kehren die Grenzen um 
und bezeichnen mit f(x) die willkürliche Function f(—x), so finden wir: 


2x0) = Sdyfareos(ey)fı(@). 


v. 


b 
Diese Gleichung addiren wir zu —fı(0) = fayfdxeos(ey)fie). Dann schreiben 
0 0 


wir Fix+S) statt f,(@) und führen unter dem Integralzeichen das neue Ar- 
gument = x+S für x ein. Dadurch gehen die Grenzen —a und 5 für die 
Integration nach x in die Grenzen S—a und 5+b für die Integration nach £ 
über. Darauf lassen wir « und b so wachsen, dass für alle Werthe von & 
die Grenzen S—a und S+b resp. —o und +oc werden. Die dann erhal- 
tene Formel ist mit (1.) identisch. 


Seine Formel (1.) erhielt Fowurier durch einen merkwürdigen Grenz- 
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übergang, dem er die Sinus-Cosinus-Reihe unterwarf. Diesen Grenzüber- 
sang selbst als unbedenklich angesehen, setzt die strenge Ableitung der 
Formel (1.) den CGonvergenzbeweis der Sinus-Cosinus-Reihe voraus. Das 
ist ein Umweg, welchen man vermeiden kann, indem man mit Hülfe des be- 
kannten Dirichletschen Beweisverfahrens die mit (1.) äqnivalente Formel (3. 
direct beweist. 

Denn es ist: 


h a a 


L [2 

e j ’ ; 5 a; 2 "sınhr 
Jayfdz cos(zy)f(x) = lim,, ‚Say dxzcos(zy)fix) = lim, 5j= f(z)dı. 
2 0 vo ; 


0 





Für die Summe der n ersten Gliederpaare der Sinus-Cosinus-Reihe fand 
Dirichlet den Ausdruck: 


u 3 





7 ‚ sin (2n +1) 8 
Bi (2 A 27) \ Ze u ( 3. 
Te fe+%P) sın $ {Ip 


n+x 
| 


- 





dessen Werthbestimmung für nr = x leicht auf diejenige des Integrals 


a 


j 'sınha 2, 
lim, fie) dx 
0) 


sın® 
(h eine ungerade Zahl) zurückgeführt werden kann. Von diesem Integral 
bewies er, dass es für a<{n gegen 5 fi0) convergirt, und fügte dieser 
Werthbestimmung später das Resultat hinzu *), dass für «> n der Grenz- 
s SP | a 

werth vorstehenden Integrals a (4f(O)+f(m)+f(2n)-+--+f(In)) ist, wo Ir das 
grösste in a enthaltene Vielfache von z bedeutet. Wächst A wie eine gerade 
Zahl, so ist der Grenzwerth des Integrals ein anderer, und wächst A nicht 
wie eine ganze Zahl, so hat das Integral keinen bestimmten Grenzwerth. 

Das Dirichletsche Raisonnement lässt sich nun sofort vom Integral 


a a 


sinhx .. sınh® „, . ’ ’ 
/ f(x) dx auf das Integral / f(x) dx übertragen, und zwar im Uebrigen 
o 








sın® x 
sanz unverändert. nur dass es bei dem letzteren Integral gleichgültig ist, wie 
gross wir a annehmen, und in welcher Weise % unendlich wird. ob als ganze 
Zahl oder irrationale Werthe durchlaufend. Das Integral nimmt für A = oo und 


alle positiven reellen Werthe von « den Werth —f(0) an. Ist dies einmal 





bewiesen, so gelangt man, indem man die angegebenen Umformungen rück- 
wärts ausführt, auf dem kürzesten und directesten Wege zu Formel (1.). 


*) Siehe Bd. 17, p. 60 dieses Journals. 
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Indessen knüpfen sich an diesen directen Weg, das Fouriersche Theorem 
herzuleiten, naturgemäss weitere Ueberlegungen. 
Der auflallende Umstand, dass der Werth der Integrale 


sın/ sınd 
fr re) dx, fare e dx 


sınz 
an der Grenze = x nur von dem W a von f(x) für x = 0 abhängt, steht. 
dies leuchtet auf den ersten Blick ein, damit in enger Beziehung. dass die 


Integrale 


dA 


"sınhx "sınhx 
/- — dx, / —— da 
Mh e sı1xT 


ı) 0 





an der Grenze h= x von a unabhängige, endliche Werthe haben. Sie werden, 


a wag noch so klein sein, gleich 5. Denn würden die letzteren Integrale 
a+4f 


sin ha u . 
von a abhäneen. also Theile von ihnen wie Sr an, etc. für A=x nicht 
z 


[#4 


verschwinden. so kann man geradezu mit Hülfe von Mittelwerthsätzen be- 
weisen. dass die ersteren Integrale im allgemeinen auch nicht von den im 
Intervall O...«a stalllindenden Werthen von f(x) unabhängig werden könnten. 
Wenn wir nun so die eigentliche Grundlage der Sätze von Fourier und 
Dirichlet vichlig erkannt haben, so liegen zwei weitere Fragen sehr nahe. 


da 


Giebt es noch andere Integrale Say für y(x,y), die einen von a unabhängigen. 
0 ) 


von Null verschiedenen, endlichen Werth haben? Und findet bei ihnen dann 


ebenfalis die Gleichung: 


a 


Ju fürayien = fi 0) fi dey(z, y) 


statt? Der Beantwortung dieser Fragen, er sich folgerichtig andere an- 


( y 


schlossen, ist nachstehende Abhandlung gewidmet. 


Die Eigenschaft von Doppelintegralen der Form Say dey(x,y), von 
0 ET 


a unabhängig zu werden, erwies sich als eine sehr verbreitete und es war 
leicht, sie auf Functionaleigenschaften des unbestimmten Integrals zurückzu- 
führen. Der Beweis des wichtigsten Satzes der Theorie: 


Sayfaxf(«) p(x,y) = f(0) dy [dxy (X, Y) 
} 0) 0 0 








P. du Bois-Reymond, über die Fourierschen Doppelintegrale. 69 


h 


wurde nicht am Doppelintegral geführt. sondern, /4 (z,y)Jdy= $b(z, h) gesetzt. 
0) 


wurde die Gleichung 
Ad r 


lim,, ‚[P (z,h)f(z)dze = f(O)lim,_. /» (x, h)dx 


0 () 
bewiesen. Was diesen Beweis betrifft, so ist zu bemerken, dass er sich aul 


oanz andere Eigenschaften der in Rede stehenden Integrale stützen musste. 


. . I) . « . . n sınhx 5T 
als Dirichlets Beweis der Gleichung lim,_,/f(=) — de = —-f(0),. dem 
sınz 2 
sın ha 
der Vortheil zu Grunde liegt, dass sich das Integral Stk de leicht in eine 


Reihe alternirender abnehmender Theile zerlegen em Der in $.3. und $.4 
vegebene Beweis stützt sich wesentlich auf die Fundamentaleigenschaft des 


0 


Inteerals 


von a unabhängig zu sein. Durch ganz ähnliche Schlüsse gelang es dann 


noch den Werth des Integrals 


” b 
/dyfde f(x) y(A(x), y). 


0 
wo f(x) und A(x) gesetzlose Functionen sein dürfen, zwischen beliebigen 
Grenzen «a und b anzugeben. Da endlich die merkwürdigen Eigenschaften 
der in Rede stehenden Doppelintegrale darauf schliessen lassen, dass die Con- 
vergenz der Volumina unter den Oberflächen s= y(x,y) ebenfalls besondere: 
Art sei, so wird, um den Gegenstand nach jeder Richtung möglichst klar zu 
lesen. im letzten Abschnitt der nachstehenden Abhandlung die Convergenz 


des Volums Süufüenien) wo g also nur vom Product xy abhängt. voll- 


0) ” h 


ständig discutirt, wozu die Werthbestimmung des Integrals Jufızı (A (2).%) 


im Ill. Abschnitt die Mittel bietet. 
Der Kürze wegen, und da die zu betrachtenden Integrale ziemlich zahl- 


reiche Klassen bilden, habe ich keinen Anstand genommen, folgende neue 
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Benennunsen einzuführen. Ein Integral der Form: 


Jay /dx4 (2, Y) 


nenne ich Fouriersches Doppelintegral, wenn es einen von a>>O unabhängigen, 
von Null verschiedenen endlichen Werth hat und ausserdem die Reihenfolge. 
in welcher die bestimmten Grenzen in’s unbestimmte Integral eingeführt wer- 
den. eine gewisse in $. 1 angegebene ist; und ich nenne Dirichletsches In- 
fegral ein Integral der Form: 


/® (z, h)d«, 
0 


wenn es, mit in’s Unbegrenzte wachsendem A, gegen eine gleichfalls von «>0 
unabhängige. von Null verschiedene, endliche Grenze convergirt. 

Endlich soll mit lim, _.lim,_;f(z,y) der Werth bezeichnet werden, den 
man erhält, wenn in f(z,y) erst y=P dann z=e«. gesetzt wird, und mil 
..lim‘* schlechtweg bezeichne ich den besonders häufig vorkommenden Grenz- 


übergang h= x. 


$. 1. Die Fourierschen Doppelintegrale. Ihre Definition vom unbestimmten 
Integral aus. 
X, 


Wenn man unter einem bestimmten einfachen Integral /y(a)de, wo 


X, 
A, und X, numerische Werthe bedeuten, das Ergebniss versteht, welches aus 


dem unbestimmten Integral /p(z)dr = F(x)—-F(x,) folgt, sobald darin für 


die Fariabeln x, und x, die Zahlen X, und X, gesetzt werden: so muss man. 
um in der Analogie zu bleiben, unter dem bestimmten Doppelintegral: 


ex 
/ / dedyp(x, y) 
X Y, 


das Resultat verstehen, welches man aus dem unbestimmten Doppelintegral: 


vı Yı 


/Jaxdyy(a,y) = Fa, yı)—-F(z y%)—-F(z,Yı) + Fa, Yo), 


wo u = g(z,y), erhält, wenn an Stelle der variabeln Grössen &,, y,- 
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2, Yı die numerischen Werthe X,, Y,, X,, Yı gesetzt werden. Dann is! 
aber das bestimmte Doppelintegral häufig ein mehrdeutiger Ausdruck, und zwar 
repräsentirt er, beiläufig gesagt, im äussersten Falle nicht weniger als 14 ver- 
schiedene Werthe. 

Diese Mehrdeutigkeit rührt daher, dass es viele Functionen F(x, y) 
oiebt, die für einzelne Werthesysteme der Variabeln x, y verschiedene Werthe 
annehmen, je nach der Reihenfolge, in welcher man den Variabeln x, y die 





jenen Systemen entsprechenden Werthe ertheil. Um ein ganz einfaches Bei- 
spiel anzuführen, nimmt 


u he in tn" Da 
a (2 — ae) +b,(y— P) 





y { | 
für 2=o, y=P den Werth — oder den Werth — an, jenachdem man 
1 1 


erst e= eo, dann y=f, oder erst y= f, dann zr=« setzt. Bezeichnet man 
nun mit F(x,y) die Summe von vier ähnlichen Ausdrücken, in denen suc- 
cessive statt @, P steht: O0, 0; 0, 1: 1, O0; 1, 1, setzt man also: 


ax + by ax + b'(y—1) 


j 2 )4 by 2 NEIN) HI" y— 1 
ax+by a2+b,(y—1) 


a'(z 


A 
ac —1)+b'y " a" (2 —1)+ 5 y— 1 














und bildet das Aggregat F (x, , yı) —- Fa. y)—F(z,,Y,)+F(x,.y,), so hat dies. 
wie man sich unschwer überzeugt, die Beschaffenheit, dass es je nach der 
Reihenfolge, in dr = X =0, „=Y,=0, , =X,=1, y=Y,=1 ge- 
setzt werden, vierzehn verschiedene Werthe annimmt. 

Das bestimmte Doppelintegral büsst viel an seiner Mehrdeutigkeit ein. 
wenn es nicht ganz bestimmt ist, sondern wenn z. B. eine Grenze variabel 
gelassen wird. Diese variable Grenze sei &,, dann ist das (zum Theil) 


bestimmte Doppelintegral 
a 3 
SJızayy (x, %) 
A, 


im obigen Sinne nur noch vierdeutig, und zwar ist es folgender vier Werthe 
fähig: 
lim, —y, lim, _y,lim, _x, A 
| lim, _y,lim, _x, lim, _y, A 


(4.) | 


lim, -y, lim, _x lim, y,A, 


lim, x, lim, _y, lim, _y, A 


wo A das Aggregat F(x,, yı)—F (z,y)—-F(&,Yyı)+ F(x, 9) vorstellt. 
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SL d 
Im Fourierschen Doppelintegral /dy/dxy (2,9) ist a variabel, mithin 


repräsenlirt es zunächst vier Werthe, und es ist unsere Aufgabe festzustellen. 
welcher von den vier Werthen darunter zu verstehen sei. Die unendlich zu 
selzende obere Grenze der Integration nach y werde ich nicht mit y,. sondern 
im Anschluss an andere Untersuchungen mit h bezeichnen 

Die Definition des Fourierschen Integrals verlangt zuvörderst. dass 


das Aggregat: 
ı da 
F(a.h)—Fla,y)—F(xz.k)+F(z. yı) Say fax p(z,Y). 
Y A 


wenn darin 2,=0), 1, =0. h=x gesetzt wird. einen von a unabhängigen. 
ron Null und Unendlich verschiedenen Werth erhalte. Es muss also 
Fia,x)—F(a,O) 
von a unabhängig sein. Würde man nun in — Fa, h)+F(x,. y) ersth=x. 
Y 0) selzen und dann der veränderlichen Grösse x, ihren festen Werth 0 
ertheilen. so müsste man offenbar den negativen Werth von Fa, x) — Fa, 0) er- 
halten. da diese letziere Differenz von a unabhängig ist und -F(x,. &)+F(x,.0 
daher auch von x, unabhängig sein muss. Das ganze Aggregat 
F(a,h)— F(a,y)—-F(z,, h)+F(z,., Yo 

würde also verschwinden. wenn man ersth=x. wi dann 2, =0 setzte. 
Die Grösse Fla,xw)—Fla,0) als von a unabhängig angenommen, wird das 
Avoregat für h= x. 7,0, y,—=0 nicht verschwinden, wenn entweder 1) zu- 
erst x,—=0 und dann in beliebiger Reihenfolge y,=0,. h=x gesetzt wird. 
und wenn zugleich die Function F{r,y) derart is!,. dass 

lim, „lim, _,F(a,.h) nöcht gleich lim, _,lim,_, F(x,.h). 


e 
oder 

lim, „lim, _.F(x,. 9.) nicht gleich lim, _,lim, _,F(x,. %,)- 
oder dass beide Verschiedenheiten gleichzeitig stattfinden. Oder das Aggregal 
wird 2) nicht verschwinden. wenn zuerst h= x, dann @©,=0, dann y, = 0 
vesetz! wird. während 

lim, lim... (au. 9.) nöcht gleich lim, _,lim, _,F(x,. %,) 
ist. Oder es wird 3) nicht verschwinden, wenn erst „,=0. dann =. 


dann A= x gesetzt wird *), und 


(seometrisch schliessen wır hieraus Folgendes. Das Inte; znt fünfürne rt, y) ıst 


mit dem Volum zwischen der Oberfläche = g (x, y) und den E benen:z=0 


eleichwerthio 
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lim,_„. im. F(z,, %) nicht gleich lim, _,lim,_, F(x,. h) 


Es wird also durch die Bedingung, dass es einen endlichen von a 
unabhängigen Werth haben solle, die ursprüngliche Vierdeutigkeit des Iniegrals 


a 


w. 
dy fday(x,y) auf eine Dreideutigkeit reducirt. Von diesen drei verschie- 





« 
0 0 


denen Bedeutungen jenes Integrals endlich wählen wir diejenige, vermöge deren 
das Fouriersche Integral mit einem Dirichletschen Integral identisch ist, nämlich 


da 


die dritte. Unter einem Dirichletschen war ein Integral /» (x, h)dx verstan- 


den. welches mit ins Unbegrenzte zunehmenden A sich einer von a unabhän- 
sigen, von O und & verschiedenen Grenze nähert. Setzen wir 


hh .. ad 7 


Js z,y)dy=#P(z,h), und dy [dx p(x,y)= lim, ‚[P z,h)da *). 


0) 0) 0) 0) 
so involvirt in der That diese Formel folgende Reihenfolge der Uebergänge der 
Variablen x. y,, % in die festen Werthe 0, 0. x bei der Verwandlung des unbe- 


h a 1 a 
stimmten Integrals SAyfdxy (z,y) in das partiell bestimmte /dy/dx p(x,y): In- 
I - 0 0 
en h 


dem zuerst die Function $(r, h) - fa (z, y)dy gebildet wird, setzt man zuerst 


0 


= 2,, 2 =a, y=y,,y=h. Nennen wir Dirichletschen Definitionen gemäss unbe- 
ding! convergent dies Volum, wenn es für A=%x, ©,—=0, y,=0 auch seine negativen 
3estandtheile als positiv in Rechnung gezogen, eonvergirt, be dingungsweise conrvergent, 
wenn es im letzteren Fall divergirt, so muss beı unbedingter Convergenz die Reihen- 
folge der Grenzübergänge gleichgültig sein, und umgekehrt, wenn sie nicht gleich- 
gültig ist, so ist die Convergenz nothwendig eine bedingungsweise. Es wird also das 


Integral /Jaxayg (z,y), wenn es ein Fouriersches ist, sich immer in positive und 


negative für sich divergente Bestandtheile zerlegen lassen, die entweder beim Anblick 
des Integrals sofort gesondert hervortreten, oder in alternirenden Funetionen durch 
ein Functionalzeichen verbunden sind. 

*) Nach der im Texte aufgestellten Definition des Fourierschen Integrals folgen 
umgekehrt aus jedem Dirichletschen Integral unzählige Fouriersche auf "Grund der 
Identität: 


a h a 


/® (z,h)de = fa, dx 0 Da. y) HAla,y)P(x, 0), o) 


oy 





0 0) 


wo A(z,y) eine solche Function bedeutet, dass fs y)dy—=1 sei, wie z. B. A(zx,y) 
(x, y) = xe-Y, etc. 
Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 1. 10 
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da 


y, 0. Stellt man dann das Integral [4 (2, h)dx auf, oder bildet den Flächen- 


raum zwischen der Curve y=#P(z, h). der z-Axe und den Ordinaten 2 =, 
r— a, so vollzieht man den Grenzübergang &,=0. Bildet man endlich den 
Grenzwerth dieses Flächenraums für ein fort und fort wachsendes h, so 
setzt man kw. Daraus folgt. dass wir unter dem Fourierschen Integral 


fayfda g(x,y) die Grösse: 
lim, _, lim, „lim, _.4F(a, h)—F(a, y,)—F(x,, h)+F(a., yo)t 
zu verstehen haben. wodurch es mit aller Präeision definirt ist. Die voll- 
ständige Definition des Fourierschen Doppelintegrals vom unbestimmten Integral 
aus fassen wir nun zusammen wie folgt: 
Es sei eine Function F\x,y) so beschaffen, dass 
Fa, x)—F(a, 0) 
a nicht enthalt, ferner sei lim,_,lim,_, F(x, y) nicht gleich lim, _, lim, _,F(z, y). 


dann ist 


7 
f 


da L a 
lim,._. lim, _„lim,, fay dey(z,y) = [Ay [arg (e, Y). 
1} 0 


Y x 0) 


wo gia,y) = ———, ein Fouriersches Integral. 


ax -—- Ay 
F L,Y) = warn Er 
, ac pyY 
so ıst: 
Y 5 & 
1 “; 


Ferner ist: 


lim, _.. lim, „lim, .{F(&,, A)—-F(x,,y)} = 0 


und 
li li li IF . h\ F( \ı z. fo) & 
im, _. lim, „Am, fh) Fl. yo) = ——-—: 
ß, o 
oO’F (x, y) a0 — fit es 
Ausserdem hat man 2 — (ed, —ß)- Pı Mn; Wir haben also: 
OLOY +ß, Y) 





f n eg I I - i Ay _ 1 
Jaufaa ar“ — lim,_ lim, _ lim. Fan er 3 er m 


Das Integral links ist indessen kein Konriersches, weil die Reihenfolge, in der 
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die Grenzen ihre festen Werthe erhalten, nicht die vorgeschriebene ist. Ver- 
sucht man es mit der vorgeschriebenen Reihenfolge, so findet man: 








f a 
: i ä " a0— pP 
lim,,_, lim, _.lim, ‚Sarfay-“ —i =0, 
| r (a4 Ay) 
\ X 
” ac-+PAy . a Beni a 
so dass F(r,y) = “or überhaupt kein Fouriersches Integral liefert. 
a, I ö Y 
Setzt man dagegen: 
er x 
F(x,y) = ZRRE 
zy+ ac-+9 


hat man: 
Fa, x)—F(a, 0) Ei 
lim, „IF, h)—-F(x,,0) = 0, 
und durch Differentiation findet man das Fouriersche Integral: 


lim, _, lim, _ „lim, Yüyfis en ’ Jufar- . a ER ui he. 


cy 3 





Diese Beispiele lassen sich leicht vermehren. Ich werde mich aber 
darauf beschränken, im folgenden Paragraphen diejenige Klasse Fourierscher 
Integrale, zu welcher das von Fourier entdeckte Integral speciell gehört, genauer 
zu kennzeichen. 


$. 2. Ueber die Fourierschen Doppelintegrale, bei denen unter dem Integralzeichen 
nur das Product zy vorkommt. 


Wir nehmen an, dass die Function F nur vom Product xy abhängt 
Dann ist das unbestimmte Integral: 


F(ah)— F(ay,)—F(z,h)+F(x,y,). 
und erhält, „=0, ©,=0, dann h=»x gesetzt, den Werth: 
F(x)—F(0). 


n2 
O 


Nun sei p(ay) = F(zy),. so kann wegen der Willkürlichkeit von F. 


oxoy 
p(xy) jede beliebige Function von xy bedeuten. Somit folgt: 


= 


für dep(ay) = F['x)—-F(0). 


10 * 
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oder das Integral links ist, wenn es convergirt, stets ein Fouriersches Integral. 
(Aus der Anm. zu $. 1 folgt dann auch, dass ein Integral dieser Form zie 
absolut convergent ist.) Die Unabhängigkeit des vorstehenden Integrals von 
«ı lässt sich übrigens sehr einfach direct nachweisen. Wir substituiren in: 
I 
Say fd g(ay) 


7 a . . a‘ = 
o$ statt x, — statt y, nehmen an «= 7, wo b eine ganz willkürliche Grösse, 
Ü 


und schreiben schliesslich unter dem Integral x und y für $ und 7 zurück. 


Wir erhalten so: 
h u 


Say faxg(ey) — ay dey(zy), 


y, ay, 


a 


und wenn nun nach einander y,=0, &,=0, ,=& gesetzt wird, so geht diese 


/ dy f de y(ay) = S dy f de y(ay), 


(leichheit über in: 


wodurch, da das Integral rechter Hand a nicht enthält, die Unabhängigkeit 
des Integrals links von « dargethan ist. 


a 


Dass ein Integral der Form Sy fax y (zy) stets ein Fouriersches sei, 
0 


folgt endlich auch ganz leicht, wenn man sich die Integration nach y zuerst 
4 
ausgeführt denkt. Denn setzen wir Se Wdu= (a), so ist: 
0 


h a ah 


a a "D(ch) PO | 
(6., /ay da vay= de "a ar aa 


« 


0 


Lässt man in dem Integral rechts 4 unendlich werden, so geht es offenbar 





’ "Pie) u j : ' 
über in /- h — (dx, so dass man hierbei zugleich den numerischen Werth des 


Fourierschen Integrals erhält. Diese Umformung rückwärts gemacht, kann 
auch dienen, um aus jedem zwischen den Grenzen O0 und oo convergenten 
einfachen Integral ein Fouriersches Integral darzustellen. Denn es ist: 





! 


A} 
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ah a h a 
7.) / P(x)de = / #(ch)hdx — / dy / dei P(ah)+ch #'(ach)\ 
0 0 tr 7 
vorausgesetzt, dass A (ah) mit A verschwindet. So erhält man aus: 


fx e” dt = T(v-+1) 


0 


das Fouriersche Integral: 


SAyf de eye” iv+1l—ay! = I(r-+1). 


von dem zu bemerken ist. dass es sich nicht in seine beiden durch das Minus- 
zeichen getrennten Theile zerlegen lässt, weil jeder Theil für sich divergen! 
ist. Sonst müsste das Integral absolut convergen! sein, was unmöglich is! 
Ferner findet man aus: 


sin in u; 5 
m > - ä > ) 
/ aM de IX(u)sinAure ' DRDN 





dieses Fouriersche Integral: 


a 


Say dea"y*{(A—u) sin (ey)+xry cos(cy)} = an . Wwan>e 





IT I K(u)sintun 


welches für «—=1 in das Fowriersche Integral im engeren Sinne: 


L a 
. 


Jay f az cos(cy) = 4n 


übergeht. 
Diese Methode, Fouriersche Integrale zu bilden, lässt sich bedeutend 
verallgemeinern. Es sind indessen mit dieser Verallgemeinerung neue, schwie- 


rige Fragen der Integralrechnung verknüpft, durch deren Erledigung der Gang 
der Darstellung der Haupteigenschaften der Fourierschen Integrale so sehr ge- 
hemmt werden würde, dass ich es vorziehe, jene Verallgemeinerung bei einer 
anderen Gelegenheit demnächst zu veröffentlichen. 
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a 


s. 3. Der Beweis des Hauptsatzes: Ay dzf(z)yp(z,y) = f0) fay [dag ca, Yy): 


Herleitung eines Hülfsatzes. 


Den Beweis für den allgemeinen Satz: 


/ ayf def (2)p(z,y) = 0) / ayf de 2, 9) 


« 
0 


wenn das Integral rechts ein Fouriersches Integral ist, werde ich vom Dirichlet- 
schen Integral aus führen, wo der Satz dann lautet: Es ist: 


a 


lim /f(@)B (x, h)de — f(0)lim / b(x,h)d« 


0 0 


wenn lim /$(«, h)dx ein Dirichletsches Integral ist. Die letztere Formel 


wird mit der ersteren identisch, wenn man 
h 


/s (z,y)dy = P(z,h) 


0 
setzt. ($.1.) 
Dem Beweise liegt eine identische Transformation zu Grunde, der man 


h 
J fiz)y(z)da 
a 


unterwerfen kann. Unier gewissen besonderen Voraussetzungen über die 
Function f(x) fliesst dann aus jener Transformation ein neuer Mittelwerthsatz, 
der als das Lemma des Beweises anzusehen ist. 

Wir theilen das Intervall von a bis 5 in die Theile d,. d;. ... Öd\,. 


r 


jedes Integral: 


so dass b-a=&0,, und setzen zunächst: 
= Op; 


b 


b 
| oradz = ra) fpa)da+R, 


a 


(1*.) (wo 


h 


An = Sr@)-fa)y(e) de. 


I 
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Dann schreiben wir AR, wie folgt: 
a+6, b 


R, = = rat, a))p(x) de+/(fi®)— (a) 4 x)de. 


da Ö, 


Die Transformation (1*.) auf das zweite Integral rechts angewandt. wird es 


h 


b 
Ifia+d,)—f(a)} /s (2) da + fiz)—-fla+Jd,))p(x)d«. 
r a+d, 


da i Ö, 


Den so umgeformten Werth von A, in (1*.) eingeführt, findet man: 


b 


pr p(x)de 


‚9*) I=rafrte de+ {fia+d,)—fla)} /y(x)dx- fin 2) —f(a))yp(x)de+R:. 


a+od, 
r 


R, formen wir in der nämlichen Weise um wie AR,; wir setzen also: 


h 
= N f(z)—-fla+0d,))y(z)de. 


a- Ö, 


a+d, +0; b 
R; = /(f®)-f(a+ I,))ylx)dr- +/(fe' — f(a+ Ö,)) p(a)da 
a-+-0, a-+-0,+0d; 


und schreiben statt des letzten Integrals rechter Hand: 


Ifla+0d,+ 91a yfreartfine)-1 f(a+d, +0 »))p (x) de. 


Hd, +0; a-+J,+0, 
Somit geht (2*.) über in 


b 
/r«) p(z)de = 


b dt Ö, 


| h +! f(a+Jd,)-f(a) Ye (z)dx + fiz)—fla))p(z)dr 
(3*.) ra)fg (x) dx ’ er ; HR,. 
a +/f(a+d +d,)-f(a+d,) /y(a)da ir z)-fla+d,))p(z)dx. 
a Ö, +0; a+b, 


wo 
b 


R, = RK fix) —fla+d,+d;))y(x) dr. 


a- d,4 Ö, 





Auf A, ist nun wieder die nämliche Transformation anzuwenden, wie auf A, 
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und R.. und dies Verfahren ist fortzusetzen, bis wir schliesslich als letztes 


Glied in dem Ausdrucke für /f(@) p(xz)dx erhalten: 


2 


R_ = fire — fla+d, ++ +0, ))p(x)der, 


dt d,+ .+ Ö 


n—]1 


welches nicht weiter Be zu werden braucht. Alsdann ist: 


7 b 
yr=-n—l p—1 . 
fi. e)p(®, ‚de = f(a)fy det Zifa+ 20) -f(a+20)) p(x)da 
Y g +23 
R % n ı 
on a+20 
N pr—1 
| +2 E/(r ) — -f(a+ ZI) p(x) de, 
| 1 
a - ESS? 


ne p , 
wo fürp=1, 20 =0, 20=d;; für p=2, EYE ef -d,, ete. ist. 
1 l l l 


Dies ist die angekündigte identische Transformation. In Betreff der 
Funetion fx) ist jetzt die Annahme zu machen, dass sie vn e=abis e=b 
entweder nicht wächst oder nicht abnimmt. 

Wir können dann in der ersten Summe rechter Hand von (n*.) statt 
einer jeden der sämmtlich positiven oder sämmtlich negativen Differenzen 


N p—1 
f(a+-&0)—fia+2F0) ein anderes Integral als Factor zu geben. der Summe 
| 1 ” 


dieser Differenzen einen Factor M geben. der zwischen dem grössten und 
b 
dem kleinsten Werth jener Integrale liegt. Wenn das Integral /s (z)de von 


u 


b 


dem einen zum andern dieser beiden extremsten Werlhe von /4 (z)dxe nach 
v 


a+ 30 
1 


der Stetigkeit sich ändert, so giebt es nothwendiger Weise mindestens einen 
b 


Werth von x. wir nennen ihn S, für welchen /* (‘z)dx genau gleich jenem 


mittleren Coeffieienten M wird. Wir dürfen nun die erste Summe rechter 
Hand in (»*.) schreiben: 


M\fb—0),) — f(a)\ 


b 


wo, wenn das Integral /4 x,dz im Intervall a=a... u=b eine stetige 
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Funetion seiner unteren Grenze « ist. man hat: 
h 


M= /s a)de, b 


d. 


Sn 


Was die zweite Summe rechter Hand in (z*.) betrifft, so wollen wir jelzt die 


d sämmtlich so gewählt voraussetzen, dass p/x) in keinem der Intervalle 
pl ud 

a+>0 bis a+F80 sein Zeichen wechselt. Dann können wir die zweite 
l N 

Summe schreiben: 


y 
sr 
I . l p—I 
n Zi ” . 
. Dim N a / N v \ » . | ei j - = ı 8 w ya 
Zi 5) fa +2 1/9 2), 47 eu Ö > 5- d- - Ö. 
l ? f l h | 
a-+-20 


Die Differenzen in der Klammer } } sind sämmtlich positiv oder sämmtlich 


negativ. Bezeichnet man also mit N eine Grösse, deren Werth zwischen dem 
YP 

a -+- BT, 

} 


des grössten und dem des kleinsten der Integrale /49 x,dxe liegt, so können 
er 
dl 20 
l 
wir die zweite Summe rechter Hand in (»*.) schreiben: 
l 


pP 
NEfS)—f a+=&l)). 


und ihr numerischer Werth ist kleiner als der numerische Werth dieser Grösse: 
N(fb-fla)). 


Ich lasse jetzt die Ö verschwinden, indem gleichwohl ihre Summe Ed = b-a 


constant bleibt. Es wird zugleich jedes Integral der Form: 


verschwinden müssen, und damit auch N. Wir finden so endlich: 
b b 
(8.) /foyie)da = fü /# z)de+Mif(b)-fa!. 


a 


da ja auch f(b—d,) in f{b) übergeht, und wo also M zwischen dem grössten und 
b 


kleinsten Werth liegt, den /y (z)dxz im Intervall v=a bis «= b erhält. Dies 


u 
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ist das angekündigte Lemma. Bevor ich es zum Beweis des Hauptsatzes be- 
nutze. seien mir indessen einige Bemerkungen über jenen Hülfsatz gestattet. 
b 
Unter der Voraussetzung der Stetigkeit von /y(e) dx ist demnach: 


14 


b b b 
\ /r z)p(z)de = fia) /y (2)dae-+|f(b) -fta)} /4 (z,de 
9) 1° F 0 
| — fıa) /y (z)dx +0) fa (z)d«, b>s:s>a. 
Diese Formeln *) ergeben sich auch sehr einfach aus der Identität: 
h | 6 6 b 
/ f z)y(z)de = fa) f y(x)dc-+ / def’ (2/9 (a)du, 


indem man, unter der Bedingung dass f(x) sein Zeichen im Intervall von « 
b i 


bis b nicht wechselt, einen mittleren Werth des Integrals /* (z)de aus dem 
. 
zweiten Integral herauszieht. Wenn ich gleichwohl zur Ableitung jener Formeln 
mich eines umständlicheren Verfahrens bediente, so hatte dies den Zweck, die 
Benutzung eines dem Gegenstande fremden Elementes, nämlich des Differential- 
quolienten f(x). zu vermeiden. Es konnte der Weg über diese Grösse in 
solchen Fällen nicht unanslössig erscheinen, wo f(x) als die Grenze gewisser 
unendlicher Operationen definirt ist, und der Werth des Differentialquotienten 
von der Anordnung bestimmter Grenzübergänge abhängt. 
Besondere Formen dieses Mittelwerthsatzes erhält man, wenn entweder 
fia) oder fib) Null ist. Er lautet dann: 
: 5 $ 
/r z)py(z)de = f b)/y z)de oder /f(z)y(x)dxı= rafg (x) de 
1 & a a 


und erweist sich gerade in solchen Fällen von Nutzen, wo der gewöhnliche 
b 

\Mittelwerthsatz /r® py(a)de = y fe de (fix) wechselt sein Zeichen 

nicht im Intervall von f(a) bis f(b), und p(x) ist beliebig aber stetig) nicht 

anwendbar ist. Denn während bei dem gewöhnlichen Mittelwerthsatz die be- 


Nach einer mündlichen Mittheilung des Herrn Weierstrass hat er den in (Y.) 
enthaltenen Satz bei einer ganz ähnlichen Gelegenheit gefunden, in Vorlesungen be- 
nutzt, aber nicht veröffentlicht. 
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liebige Function vor dem Integralzeichen steht und die der Beschränkune 
unterworfene darunter, verhält es sich umgekehrt bei dem oben bewiesenen 


Mittelwerthsatz. 
So beweist man mit Hülfe des neuen Mittelwerthsatzes z. B. den Satz. 


I. 
dass. wenn /y(@)dx convergent ist, und f(x) von einem beliebige erossen 


Ad 


Werthe von x an nicht mehr zu- oder nicht mehr abnimmt und endlich bleibt. 


I. 
auch /r@) pix)dx ein an der oberen Grenze converoentes Integral ist. Ist 
a 4 
das Integral /s (z)dx absolut convergent, so ist der Satz bekannt und ander- 


weitig leicht nachzuweisen. Ist jedoch /4 (2)dx alternirend convergent. so 


müssen wir den neuen ren benutzen. Danach ist: 


fr 2)y(z)de — ftA) RUN f(B y. (z)dz, BO>S>A 


Banen wir A und B iii werden, so verschwinden wegen der Con- 


I 
vergenz von So (z)dr und wegen B>&”>A die beiden Integrale rechts 


da 


es 
und folglich das Integral links, weshalb /f(«) p(xz)dxe convergent sein muss. 


a 


$. 4. Beweis des Hauptsatzes. 


Ich werde den Satz zuerst beweisen für den Fall. wo die Function 
unter dem Fourierschen Doppelintegral nur vom Product xy abhängt. Setzt 


u 


man Jr (z)de = (u), so ist Sänfüer (29) = . 


beweisen 
u a) PER mer ——— dr = f(0 inf Beh da of Par 


Nach dem Nitelwerthaz 


he )p(z) de = (0) fe(e) dz-+(f(P) -re)fe@ )dx 
ß 


ai foyfe ()de+f(B)/y(x)dx 


u 
- 


2 N 
Bu, de, und es ist zu 





mg 


ser 
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n (mh\ | “Dial 
/r r 2 . dx = f(0 er Di ur Ic -+(f(a) — f(0)) es de, O<5<au 


£ 
® 


& h 
D(xh\ D(ch‘ er "Deal Pr 
/r A D (ch) de = f(a h; Pan) dac+ f(b) Sn, uch 
. ‚ « x % HN 


Mn 


vorausgeselzt. dass f(x) von f(O) bis f(b) nur zu- oder nur abnimmt. Diese 
Gleichungen addire ich. verändere die Variabeln unter den Integralen rechter 
Hand und erhalte: 


af 5, h bh 


2 rc D( ( 
fo Fon de-+(fia) Of ar +fia de -fib Yers el dx. 


cr 


er z 


Dia h FOR 
muss so beschaffen gedacht werden, dass das Integral yon de an 
e L 


0 


’ "p( = | s 
der oberen Grenze convergent ist. d. h. d: a A TE dx stels verschwindet. 


wenn « und > unendlich werden. Nun lassen wir in der vorstehenden Formel 
oleichzeilie « verschwinden und Ah unendlich werden, jedoch so. dass ah un- 
endlich wird. Wir selzen beispielsweise «= h":. Alsdann redueirt sich die 
n 5 » . ‘1° n s D T ee. 1° 
rechte Seite auf das eine Glied f(0) Zt da das zweite Glied wegen 
des Faclors fia,—f\0), das dritte und vierte wegen der Convergenz des In- 
D(x) i r ih a ' 
teorals og dx, und weil «<< S, <b ist, verschwindet. 


Ks folgt also 


10. infor N a — fl 0/7 vn dx 


oder, wenn a statt b geschrieben wird. die zu beweisende Formel. Die Be- 





schränkung der Function f(x) werde ich beim allgemeinen Beweise aufheben. 
Angenommen dies sei geschehen, so ist hierdurch nicht allein der Fouriersche 
Salz im engeren Sinne (für P(x) = sin) bewiesen, sondern u. a. der Dirich- 
i i ıF(x a 
/etsche Satz. Denn setzen wir fix) BE. P(x)=sinz, so hat man 
k sın® 


. L 
wegen lim, „—— =1: 
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a 


| F(x) sinhe \ (sine 
lim /F (€) EEE di Be N ne da = F(0 JE dr - —F(0), 


sın sınz 2 
rT 








0) 


wo a<Zn angenommen ist, da sinz für © = verschwinde. Am Schlusse 


r ’ ae . sınhx Ei | 
des Abschnittes werde ich übrigens lim /ri - — dx für jeden Werth von 
. ——- sınz i 
0 


a bestimmen. 
Um nun den Hauptsatz ganz allgemein zu beweisen. erinnere ich daran. 
dass, wenn, der Definition des Dirichletschen Integrals gemäss, lim /$ z,hdr: 


eine von a unabhängige, endliche Grösse A ist, dies für jeden noch so kleinen 


Werth von a gelten muss, mit andern Worten. dass in: 
dt 
lim / D(x,h)de — A 
A 


a kleiner gedacht werden darf, als jede noch so kleine gegebene Grösse. 
eben weil die Grenze lim /&(«, h)de vom Werthe von a unabhängig is! 
0 


Da nun auch 


b Aa [#) 
im /$(e, h)dıe = lim /# (a, h)de+lm / Pix, h)dx 
( 0 Aa 
von b unabhängig und = A ist, so ist: 
b 
lim f D(x,h)de = 0, 


a 


wenn «a eine beliebig kleine von Null verschiedene Grösse vorstelit. 
Endlich kann 


/%(e, h)d«x, 


& 


wenn « und / innerhalb der Grenzen bleiben, innerhalb deren das Integral 


a 


/® (a, h)dx ein Dirichletsches Integral ist, niemals unendlich werden *). Da 


0) 


*) Wenn die Function P(x, h) mit A=% unbestimmt wird, so ist die krummlinige 


> 
ur 


Begrenzung des Peine fi (z, h) dx eine kammartige Curve oder Ctenoide (E. du 


Bois-Reymond) deren Zähne mit unendlich werdendem h unendlich schmal werden. Man 
könnte vielleicht die Vorstellung haben, es wäre möglich, dass stellenweise der Flächenin- 
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wir Unstetigkeiten des Integrals /®«, h)dx als Function seiner Grenzen nicht 
ausschliessen wollen, so werden wir den Mittelwerthsatz in der allgemeineren 
Form des Lemma des vorigen $. anwenden. Wir haben dann zuerst: 


b 


IiE2 $bir.h\de = fa) /»(e, h)dae+ Mi f(b)—f(a)}. 


wo M, nicht numerisch grösser werden kann als der numerisch grösste Werth von: 


{ 


/#(. h)de, a<wm<b. 


u, 
) 


Lassen wir nun in obiger Gleichung h unendlich werden. so verschwinden 


lim /» x, h)dxe und limM,. Folglich erhalten wir 


li 


11.) lim /fie)P(x,h)de = 0 


a 


für beliebige positive Werthe von a und b. Dies ist ein Theil des Hauptsatzes. 
Ferner setzen wir: 


/f) Pia, h)dr = f(O)/ (x, h)dr+M{f(a)—f(O). 
0 Ö 





h b 
/f® $P(a,h)de = fa) /»(a, h)de+Mif(b)—fla)!. 
Durch Addition folgt: 


b 
/ (x, h)f(x)de 


a b 
Oo) /»(e, h)dr+fca) /B (z, h)de+M(f(a)—f(0))+M,(f(b)—f(O)). 


In dieser Formel können M und M, nicht numerisch grösser werden als der 
numerisch grösste Werth von respective: 


a h 


/® (x, h) de. 0 <u<oa: /® (x, h) de, a<m<b. 


u 


halt jedes solchen Zahnes unendlich werde, und dass das Integral zwischen endlich 
entfernten Grenzen keinen unendlichen Werth erhalte, wenn die zahnartigen Flächen- 
räume abwechselnd positiv und negativ wären, allein einige Ueberlegung zeigt, dass 
das Integral dann unbestimmt sein müsste. 
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Wir lassen jetzt % unendlich werden. Das erste Glied rechter Hand redueirt 


sich auf: 
f(ö ‚lim /® (x, h)d«, 


wird also von a unabhängig. Das zweite Glied wird Null, wegen 
b 


lim /P(rx,h)de=V. 


Aus demselben Grunde wird das vierte Glied Null, da a <w,<b ist. Was 
endlich das dritte Glied lim M(f(a)—f(0)) betrifft, so ist es der Unterschied 
zwischen den Grössen: 

h 7) 
lim/f(&)P (x, h)d«, fO)lim/$ (x, h)dır, 


0 





ist also, da diese beiden Grössen von a unabhängig sind, gleichfalls von « 
unabhängig. Dann kann es aber nur Null sein. Denn da « kleiner gedacht 
werden kann, als jede noch so kleine gegebene Grösse, M aber nie unendlich 
ist, so ist auch M(f(a)—f(0)) kleiner als jede noch so kleine gegebene Grösse. 
also Null. 

Es ist daher unter der Voraussetzung, dass f(x) zwischen den Grenzen 
a und 5b nicht zunimmt oder nicht abnimmt: 


h b 
(12.) lim/® (z, h)f(x)de = f(0) lim [»(@, h)d. 


Nimmt nun f(x) von 2e=0 an bald zu, bald ab. und wird ausserhalb des 
Punktes 2 = 0 beliebig oft unstetig, so wendet man die durch den Dirichlet- 
schen Beweis hinlänglich bekannten Zerlegungen an, um zu beweisen, dass 
die obige Gleichung auch dann noch stattfindet. Ebenso kann man zeigen. 
ganz ähnlich, wie von Dirichlei geschehen ist *). dass der Satz auch gilt, wenn 
f(x) für einzelne Punkte = o,, 2=%, ... derart unendlich wird, dass die 
Grössen (e—a,)f(x). (ce —)f(x) ... für diese Punkte endlich bleiben, mit 
andern Worten, dass das Integral /r® dx, über diese Punkte erstreckt. nich! 
unendlich werde. 


(Geht man vom Dirichletschen Integral zum Fourierschen über, indem 
h 


man D(x,h) -/y (z,y)dy setzt, so ist also für eine beliebige Function f x, 











*) Bd. XVII, pag. 54 dieses Journals. 
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die Gleichheit: 


13. füy farfie (2,7) > 10) Jay far piz,y 


vollständie bewiesen. 


$. 5. Verallgememerung des Hauptsatzes. 


Dieser Satz ist noch einer bemerkenswerthen Verallgemeinerung in 
Beziehung auf die Funetion f(x) fähig. Am ganzen Beweis ist nämlich nichts 
Wesentliches zu ändern. wenn wir annehmen, dass fr) nicht allein von 
abhängt. sondern eine solche Function f(x, h) auch von A ist, die für jeden 
Werth von h, ine. A= x der nämlichen Einschränkung in Bezug auf ihr 


Unendlichwerden wie oben die Function f\x, unterworfen ist, und die für 
) 





0. 20, welcher Beziehung gemäss man diese Veränderlichen auch 


h | 
verschwinden lasse. den nämlichen Werth erhalte. Eine solche Function ist: | 
ch —- AL Ah -1 Y rh IL0or + Y | 





——— - ——-. Denn setzen wir in letzterem 
ah ac+yr, 


——-, aber nicht - 
eh -0,%T r 7, h " y 


u . r? oe . 
Ausdrucke 4 = -— und dann z=0, so wird er -—— 7, also von « abhängig. 
@ u-+7, | 
Der so verallgemeinerte Satz lautet in Dirichletschen Integralen: 


14.) Iim/fi@, )P'x, h)de = limf(0, h).lim/P(x, h)d«. 

T 0 

Dass diese Verallgemeinerung gestattet ist. leuchtet ein, wenn man 
b a 

bedenkt. dass die Gleichungen lim/® a,h)de=QV. im (z, h)= A nicht bloss 

0 0 
velten, wenn a und b feste Werthe sind, sondern auch. wenn sie sich mit A 
verändern und mit A= x in feste Werthe lima, lim5 übergehen. In der 

That ist: 
h lım 5 hım «a 


/® Ca) m /» x, h) de+fb x, h)dxe 1a (z,.h)d«. 


hma lım 5 





Das zweite und dritte Glied rechts verschwindet mit A= x. wenn a von 
Null verschieden ist. und das erste Glied rechts verschwindet nach dem 
[rüheren ebenfalls an der Grenze h=x. 

Nun wird es offenbar stets einen so grossen Werth von h geben, von 
welchem an bei fernerem Wachsthum dieses Parameters die Anzahl und Reihen- 
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folge der Werthe von f(x, h), in denen Ts „ 2 sein Zeichen wechselt. sich 
nicht mehr verändert. Die entsprechenden Werthe von x im Intervall O...b 
seien der Reihe nach «,, &, ... a,, so kann man also ohne Weiteres nach 
dem oben angegebenen Verfahren den verallgemeinerten Hauptsatz für die 
Intervalle O...a,. @...%., @...d;, .... A,...b beweisen. Nur in dem Falle. 


J 


wo lima, =0 ist, bedarf es eines kleinen Kunstgrills. Es sei z. B. f(a,.h 





ein Maximum. Wir addiren zu /(x,%h) die Function «x. Alsdann entspricht 
dem Wertli «, von x kein Maximum von f(z,h)+«x mehr, und es fällt für 
h—= x kein Maximum in den Punkt 2=0. Es ist aber: 


ad a da 
lim/(f(e, h)+ex)b(x,h)de = lim/ f(x, h)P (x, h)dc-+- lim «x P(r,h)dı. 
0 Mr ® 


Der zweite Term rechts verschwindet wegen des Hauptsatzes, und es folgt: 


lim/f(e, h)P(z,h)de = lim(f(x,h)+ex),._,. lim/» (2, h)de 


= lim f(O, h) lim /fp( a, h)d. 
0 
In Fourierschen Integralen hat der so verallgemeinerte Hauptsatz eine weniger 
einfache Form und lautet: 





15) Janfa| fim,y)pyia,y)+ — ae 0 fayg ee — lim f(O, Ay Yayfaeı T,y). 


IT 
Folgendes Beispiel soll zeigen. wie dieser verallgemeinerte Hauptsatz 
dazu dienen kann neue Dirichletsche Integrale darzustellen. 


Wir setzen: 
iv (a, h) 


yä f "D(w(e, h)) Owee, ,h) di SED ge 


v(z,h) 0x 





w (0, 5) 
Wenn (a, h) mit unendlich werdendem h gegen eine von a unabhängige. von 
lim w(O, h) verschiedene Grenze convergirt, so ist J ein Dirichletsches Integral. 
Es sei: 
_ ach+Pxc+yh+e 
aach+Pxc-+yh-+e, 
oOw(x, h) ‚(ah +Pe,h+Pp)+?2zlah+P)y,h-+ 


&)” 
An (a, rBetrN Fa) 


Zunächst ist w(0,h)=0, w(a,x)= x und = wechselt von z=0 bis r=a 





. 


w(xz,h) = ch: 








)+@h+s)YR+ 8) 


Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 1. 12 
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sein Zeichen nicht. Mithin ist: 


D(wz, h)) Ow(«, h) rn 
im [ we, h) OXx de = X m 


() 0 





) / 
—n so dass: 


/ 





Nun schreiben wir chw,(x,h) statt w(x,h) und hy, (z,h) statt 


Deo, h)) w, (h) 
hr [ x w w (x, h) sr 


iM 
wird. Ein Blick auf die Functionen vw, (x, h) und w, (x, h) lehrt, dass 


(mh v, (@, h) 
f(x, h, —— 
- v, (2, h) 
eine stelire Function von = und A ist und für e=0 völlig bestimmt und ein- 





deutig ist; wie man auch gleichzeitig x verschwinden und h unendlich werden 
lasse. findet man immer lim, _.,-„f(@,h)=1. Wendet man den verallge- 
meinerten Hauptsatz auf das Integral J an, so ergiebt sich: 


@h).. [ Dlw@, iM) w,(@,h) 
„MM Pu w (z,h) ndaaı Ha yi nf x w, (x, h) ee, 














lim / KA: h dw x, h)) w ı@ h) 


oder endlich: 


d 


lim f b(ch- ach +ßxc-+yh-+ ) = = "D(e) a 


asch+ Bx- -7,h- 








Diese Formel zeigt, dass der Factor von ch im Argument der Function $ 
auf den Grenzwerth des Integrals ohne Einfluss ist, da man hat: 


ah nn 
hau 
P(x) = / -_ dx. 


im P (ch) = - lim [2 


0 0 








Setzt man in jenem Integral S statt ch, so wird es: 





und wenn man in der oberen Grenze und unter dem Integralzeichen h= x 


selzt. so folgt: 
R 
P&- 
€ 
s 


"D nut 








also das nämliche Resultat. Ohne nähere Prüfung ist es indessen nicht erlaub! 
der Grenze und unter dem Integralzeichen ein und dieselbe Grösse unend- 
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lich zu setzen, wie ich bei einer anderen Gelegenheit zeigen werde. so dass 
die letztere Umformung keine Beweiskraft besitzt. 


$. 6. Untersuchung eines Falles, wo die Function f(x) die Bedingung des Haupt- 
satzes in Bezug auf ihr Unendlichwerden nicht erfüllt. 


Wenn die Function f(x) anders wie in der angegebenen Weise un- 
endlich wird. so kann gleichwohl das Dirichletsche Integral einen bestimmten 
Werth erhalten, nur sind dann besondere Untersuchungen nöthig, um diesen 
Werth festzustellen. Dies ist der Fall beim eigentlichen Dirichletschen In- 


( 


da 1 
, ‚sinhz "xf(x) sınhx x z e f(x 
tegral /f® —de= VE ie, wo die Function F(«) — ®! 
0 a 





sınz ) sine x sınc 
unendlich wird wie ne oft x ein Vielfaches von 7 erreicht. Ich 
L— mm 
a 4 
, ısınhz - az . 
werde nun das Integral / f(x) =— de für einen beliebigen Werth von « 
ne F \ d sın{ ur 
#) 
ableiten. 
F (x) 


Ich nehme an, eine Function F(rx) habe die Form .„ wo F,(z 


L MIT 
von 2 = (m—1)rn bis e= (m+1)n endlich bleibt. Dann sei: 


a 
'sınhe F (x 
J|= | — — de, a — mn. 


. x I— mn 
0 





u 
il 
ı\ 


Von diesem Integral betrachte ich den Theil. in dem ge unendlich wird. 


also ein Integral genommen von mr—c« bis mı-+c. Wir haben alsdann: 








mTrü& ra 
sinhe F (@) 'sınh(e-+-mr) F(r-+ mn) 
de —— — (17 ———lr. 
. r x — mn u x z-+mn 
mit— u nr; 


Unter der Voraussetzung, dass h eine ganze Zahl ist, wird das letztere Integral: 


ra 





nnd sınhe F (x-+ mn) 
x TC mn 
6 
und wenn man %A unendlich werden lässt, folgt: 
F (mn) 
J = (-1)"a 2. 
’ mat 
* . . ® nf \ T (x) 5 
Beim Dirichletschen Integral ist F(x) = En. Setzt man 
sine = (e—ma) |(-1)"+(e—mn)’4(z)}. 


12 * 
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wo (x) für reelle x endlich bleibt, setzt man also: 


2f(@) 
(— N" + (a —mrn)’A(e)’ 








F,(2) = 





so wird: 
N 
F (mn) 


(—1)"" a (—1)"*+D az f(mn). 
\ 17 P2 


Hieraus folgt auf der Stelle durch die üblichen Zerlegungen: 


d 


| ’ı hx : ai er „ ‚ 27 \ 
(lim; vorne / nz FR) de = at FO) FaR) + FÜR), 


/ sin 
16. ; 





a 


\ 'sınh® „, a . 2 ug 
lien, L BEN ma f(x) de =n 4 f(0) +f(n)+f(Rn) ++ +f(in)), 


0) 


wo /ı das grösste in a enthaltene Vielfache von 7 bedeutet. 


Hal. 
b 


Ss. 7. Anwendung des Hauptsatzes auf Integrale der Form /i® P()la), h)d«. 
da 


Der in $. 4 bewiesene Hauptsatz dient u. a. um eine noch allgemeinere 
Klasse von Integralen auszuwerthen. Ich nehme vom Integral 


ıh b 


/® (z,h)de = f® —r,h)da +/® (+z,h)dx 


-——- (1 0 0 


an, dass es mit ins Unbegrenzte wachsendem k einen von a und b unabhängigen, 
von O und » verschiedenen Werth erreiche: Es soll also die Function $ so 
a a 
beschaffen sein, dass sowohl /P=x, h)dx als /P(+2,h) da ein Dirichlet- 
© 


0) 
A a 


sın ach r 
sches Integral ist. Bei /- —— da, [drhe", etc. findet dies Statt, dagegen 


0 (0) 





dt 


nicht bei /dche“, etc. Folgender Bezeichnungen werde ich mich bedienen: 


« 
u) 


a ad 


im» (e, h)aze=A,, lim b(—x, h)de= A 


() 0) 
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Alsdann ist: 


+-h b b 


lim b(z, h)de=A,+A_, lim/ (a,h)de lim f« (x, h)dx = 


—(1 — 


Die im Folgenden abzuleitende Erweiterung des Hauptsatzes besteh! 
b 


darin, dass ich zeigen werde, wie, wenn in /ı«, h)fix)de das ein $ir,h 


«dd 


durch eine ganz beliebige Function A(x) ersetzt wird. man den Werth des 
Integrals 


lim /P (4 (2), h)f(z)de 


zwischen beliebigen Grenzen angeben kann. 





Ich erinnere vorher an folgende demnächst besonders häufig anzuwen- 


0 


dende Regel bei Substitutionen. Wenn y=4(r) in /FÜ (z))de von z=ua 


bis = x, Wächst, bis e=b aber abnimmt, so ist 





„yzllz,) .) (X) 


fi (i(z))de = So, fr: a). De . 
b,y N i 


a,y /(a) 
Im zweiten Integral rechts ist A’ (x) negativ und in beiden Integralen wächst 
y, das Argument der Integration von der unteren zur oberen Grenze. 
Bei der Untersuchung des Integrals 


lim (. (2), h)fia)de 
wollen wir es nacheinander zwischen solchen Grenzen betrachten: 1) zwischen 
denen A(x) stelig und von O und » verschieden bleibt, 2) zwischen denen 
,(x) unstetig wird, 3) zwischen denen A(x) unendlich wird. 4) zwischen 
denen A(x) verschwindet. 


$. 8. Bestimmung von im P (A), h)f(z)dxz, wenn A(x) zwischen den Grenzen 


des Integrals nicht verschwindet. 


Wir betrachten 1) ein solches Intervall von « bis 9, wo A(x) weder 
unstetig noch unendlich wird und nicht verschwindet. Dieses Intervall theilen 


wir in solche Strecken «...o,, &...03, ..., %,_1...9, in denen A{z) nur 
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wächst oder nur abnimmt. Wenn A(x) von «, bis «,;, wächst, so wird sein: 








en4-1 s 4(@y+1) 
a [(&) 
P(i(x),h)f(z)de = b(&,h)-l 7@) ds. 
g” : Ale), ) 
. 7 (@ ) ) l 
In dem Intesral rechts durchläuft a) die Werthe von ‘ °y) bis fan) 
- 2 (2 :) (a \ &,) / (&,- 1) 
während & von 4{e,) bis A(e,,,) geht. 
Wenn nun zn Im Intervall von abi, bs e=e,,, nicht stärker 
b ) i 
Al ‚pri ef Hl 
unendlich wird, als zulässig ist. damit or ds=/fi x)dxe endlich bleibe, so 
L) 
1(a,,) °p 
ist nach dem Hauptsatz 
© 1 (@y1) 
I 
lim fd (€, h) et „ds =). 
| (a) . 
“gl 
(ranz ebenso beweist man, dass im /P( (x). h)f(x)dx verschwindet, wenn 
2, 
.\x) von «@, bis «,,, abnimmt. Daraus folgt dann: 
lim /»(ı (z),h)f(a)de = 0, | 


wenn /f e)dx endlich ist. 

2) Der Fall, wo im Intervall von « bis % für x, eine Unstetigkeit 
von (x) vorkommt, ist leicht zu erledigen. Man hat, wie üblich. das u 
Pr (a), h)fix)dr dann aufzufassen, als die Summe der Integrale SF: in 


deren Integrationsintervall keine Unstetigkeit mehr stattfindet. 
3) Die Function A{x) werde für einen Werth = « unendlich. Es 
eilt dieser Satz: Wenn eine Function (x) von x für einen Werth 2 = « 





derart unendlich wird, dass sie von ne beliebig nahen Werth @+s bis « 
nur wächst, so wird ihr Differentialquotient #’(x) für x = « ebenfalls unendlich 
und zwar stärker unendlich wie (x). Dass 4'(«) unendlich wird, kann man 
leicht analytisch nachweisen, es leuchtet auch durch die geometrische Anschauung 
unmittelbar ein. Dass 4 (x) stärker unendlich wird, wie A(x), folgt daraus. 


(x) überhaupt unendlich wird. Denn da mit 4 auch logi, mit log’ 


\ 


H .} 
dass / 








P. du Bois-Reymond, über die Fourierschen Doppelintegrale. U h 





A ! ’ ’ ' b rs R 
auch ; unendlich wird, so wird 4 stärker unendlich wie A. Diese letztere 
Bemerkung brauchen wir indessen hier nicht. Wegen A(«) = x haben wir: 
a & V. j 
D(4( Afle\de = 1 < h\ fi) 4: 
| ,(a),h)fle)de = SB(&5,h)—— das, 


a S=4l(a) 


u ‚ : (x) u \.. 
während 5 von A(a) bis © geht, geht @) von IX — bis Null. Wofern 
| A (x) 2 (a) 
also f(x) in der Strecke von a bis « die Bedingungen des Hauptsatzes erfüllt. 


ist stels: 


a& 


lim /® (Aa), h)f(z)de = 0, 


dl 7 


woraus dann durch Zerlegung folgt, dass das Integral lim / wenn man über 


den Werth «, für welchen 4(x) unendlich wird. hinwegintegrirt, gleichfalls 
verschwindet. 
Die Resultate dieses $ fassen wir in dem Satz zusammen: 
Wenn A(&) in dem Intervall von 2 = a bis x = b nicht verschwindet. 


und / f (z)dx endlich ist, so ist: 


b 


17.) lim b(i(x), h)f(z)de = 0. 


da 


$S. 9. Bestimmung von lim/ D(A(z),h)f(z)dx, wenn A(xz) zwischen den 


Grenzen der Integration verschwindet. 


Wir untersuchen jetzt den Fall, wo (x) für einen zwischen «a und Öb 
gelegenen Werth « verschwindet, und setzen voraus, dass a und b so nahe 
an « liegen, dass A(x) in jeder der Strecken «a...e, «@...b nur abnimmt oder 
nur zunimmt. 

Wir betrachten zuerst das Integral 


b 


/® (}. (2), h) f(x) de. 


[04 


Der numerische Werth von A(x) nimmt von « bis b zu, übrigens kann A (x 


in diesem Intervall positiv oder negativ sein. Ist A(x=) negativ, so wollen wir 
dafür schreiben —4,(x), so dass A(x) und A, (x) positive von ze=«a bis r=b 
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zunehmende Grössen vorstellen. Jenachdem 4(x) positiv oder negativ ist. 
oilt also die obere oder die untere der Gleichungen: 





b E—A(b) 
RAR z).h)f(z)de — IKZe EACH 
ui i 4 ER L) ® 
[14 Ss ) £ 
6 s=4,(b) 
» m) Fi; 
/®ü x), h)f(z)de = 25, h ) ds, 
4 / / / i > , A (x) = 
[64 & 0) 
wegen 4/@)=0. Während 5 von 0 bis A(b) respective 3,(b) geht, durch- 
. f@ en [Ca) fe) 1. I 
aufen —— und —— die Werthe von —— und FIN bi 
laufen 777 Ya | 2) (a) 8 u) und 





h r fi Ü) f @) . ” . 
ih e Wenn 7 und Furzs endlich sind, hat man mithin nach dem 
),(b / (@) 


B 
\ , a” 


Hanptsatz: 
I) für A(@-+de) positiv: 
i in & 2 
18. lim / P(i(a),h)fe)de = + n- A, 


i£ 


2) für la +de) negativ: 


/ 


19. im 2), h)f(@)dz = + en SER (ur 





Was das Igel 


d (0) 


SP) h fd = [uam las 


a ),(a) 


betrifft. so nimmt der numerische Werth von (x) von a bis « ab, oder & nimmt 
ab von A(a) bis Null. Schreiben wir also wieder —& und —A,(x), wenn 
, 0 — de) negativ ist, so gilt, jenachdem A(@— de) positiv oder negaliv ist, die 


obere oder untere der beiden Formeln: 





1.(«) 

20. im fo x). h)f(«) de = tim R(,h h) 15 . ER 1; 
> Ale) 

2 Mm fnenapde nf 


Nun können vier Fälle eintreten: I. (a —de)<0 <Aa+de). 
Il. 1 \e—de)>>O >%A(a+de), II. 4 (a +de) >00, 4 (@a+de)>>0, IV. 4a —de)<0, 
4 @+de, <0. Man erhält in diesen vier Fällen für das Integral 


/ b(4(x).h)f(x)de 
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folgende Werthe: 








Bis (@ — 0) ı f(e+ fe +0) rY 
(a0) 7 7 (a0) +? 
1 fi« — 0) A, f(@ +0) 4 
DIE #Q@—0)° 7 Dla+0) + 
SEE Sa 6) (@-+0) 
u u HE, 
2 (@a— 0) )'(@-+0) 
_0N (@--0 
He 
ri («—0) 707 T 0) 


Nun kann A(r) noch für e=a und für z—=b verschwinden. Man erhält dann 
nach dem Früheren die Werthe: 


1.) 4(0)=0, ka+da) > 0, lim/B(i(@),hf(a)de +4. 


b 
w. af Br D ö FR RN 2 (a “ 
(a) =0, Ala+da) <O, lim/&(4.(2 ). h)f (z)de = — Kan n . 

| - -\a-UV) 
/67° a 
(23.) n 
fb — 
| 


2) 36)=0, A(b—db) — 0, lim (4 ah) Fa)dr = g— . " 


a 





b 





(b)=0, A(b—db) <0O, limfB(i(a),h)f(a)da = 4 GR A 


a 


s. 10. Werthbestimmung des Integrals im DA), h)f(x)dx, wenn A(x) zwischen 


den Grenzen der Integration einen ganz beliebigen Verlauf hat. 


Die Ergebnisse der beiden vorigen Paragraphen reichen aus um den 


Werth des Integrals 
b 
/ b(i(2). h)f(x)da 


zwischen beliebigen Grenzen «a und 5b, und wenn (x) im Integrationsintervall 
einen beliebigen Verlauf hat, anzugeben. Nur imaginäre Werthe gestalten die 
der Werthbestimmung zu Grunde liegenden Convergenzbedingungen im All- 


gemeinen nicht. 

Nehmen wir insbesondere an, dass A(xc) eine beliebige gesetzmässige 
oder gesetzlose Function von x ist, die zwischen den Grenzen a und b beliebig 
stark unendlich werden darf, und welche für die Werthe 

d, b, OR, ya 0. On, Pi» Pr; nr Ps 
Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 2. 13 
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von x verschwindet, und zwar so, dass (x) beim Durchgang durch eine Wurzel 
c: wächst, beim Durchgang durch eine Wurzel 5 abnimmt, nehmen wir ferner 


lass f(x) 
an. dass FT, x) 


schwindet. so Ist: 


in den Wurzeln « und / stetig ist, und #'(x) dort nicht ver- 


b 
\ lim &(V (2), h)f(x) dx 
24. a 
I|_+l@® 4 = f(b) IA LA)F f(e,) N Pr f(B)) 
A,F ZA; + (A, +A_ —<—(A,+A) 3 ——, 
% (a) T + 4 (b) nn > (ap) | ' + )- 1 4 (2) ; 
fa — f(b) | : . 
wo in +5 A, und + KITZAN A, das obere oder das untere Zeichen zu 
la “(b 


nehmen ist, jenachdem A(a-+da) und A(b—db) positiv oder negativ ist. Ver- 
schwindet A(a) oder A(b) nicht, so fallen die bezüglichen Terme fort. 

Der in 8.4 bewiesene Hauptsatz folgt aus diesem Satz zurück, wenn man 
, x) = x setzt. da dann A(x) für 2 =0 verschwindet, 4 (x) =1 ist, und 4 (x) 
beim Durchgang durch x = 0 wächst. 

Wenn f(x) in den Wurzeln von A(x)=0 von O und x verschieden 
ist. sind die Terme der Summe nur dann von O und x verschieden, wenn 
,\x) für a=e,, @=P, wie e—c, oder @—/, verschwindet. 


Nimmt man an, A(x) sei stetig, werde nicht unendlich und habe nur die 
Wurzeln «, und /,, in denen es sein Zeichen wechselt, so folgen sich die Wurzeln 


/ 


oe, und >, auf diese Weise &,. A, %. Ps »..,„ wenn «, die kleinste Wurzel 
im Intervall @...b ist. Schreibt man statt dieser letzteren Reihenfolge o,, 0>. 
0. ... und nimmt an, dass A(a) und A(b) nicht verschwinden, so hat man: 


/ 


In \ . | Fair in \ | Ä \ f(eı) f(e:) | 
5. (2), h)fln)de = (A, +A) I _ DI 1... 
25 im /# (A(z2), h)f(z)dx A,+4A_ Io) No) ' 


Selzt man nun fie) =4(z)F(x), so folgt hieraus: 


j 
[7] 


26. lim / (Ka), h)Fla)diie) = (A, +A_){F(o)—-F(o)+-}. 


dd 





eine sehr allgemeine Summationsformel für einfach alternirende Reihen. 

Diese Resultate sind noch einer Verallgemeinerung fähig, wenn nämlich 
‚ und fals Funetionen von z und h angesehen werden, die mit ins Unbegrenzte 
wachsendem A gegen bestimmte Functionen von x convergiren. Indessen 
sehe ich auf diese Allgemeinheiten, die erforderlichen Falls mit Hülfe der 
dargelegten Prineipien leicht ihre Erledigung finden, nicht weiter ein. Ich 
werde nur noch zeigen, dass die Fouriersche Formel in ihrer gewöhnlichen 
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Gestalt als ein sehr specieller Fall der obigen allgemeinen Formel anzusehen 


2 


ist. Denn /4 (z,y)dy = P(x,h) gesetzt. hat man: 


0 
} 


=. 4 
Jayfdz p(i(z),y)f(z) = im/P(i (z),.h)flx)de. 
da i 


0) da 


Wir setzen A(x)= r—e. Von « nehmen wir an. dass es zwischen a und 
liegt. Dann verschwindet A(x) zwischen den Grenzen a und 5b nur einmal 
und zwar für z=o, durch welchen Werth es wachsend hindurchgeht. Wegen 
“N/ \ . 

.(e)—=1 wird also: 


vo (0,) | nah 
+(Ar+A)Z ER = (A, +A)fle) 
p l ’(e,) 
7% 
« f \ f \ . . ‘sın 7 
Setzt man dann g(z,y)= cos(zy),. so wird A,-+A_= i: -de = n, und 
] . T 


—T. 


3 
Ayfar cos(y(c—a))f(x) = nf(e), welche Formel für a=—x. b=-+» in 
RT a 


die Fouriersche Formel übergeht. Ich bemerke noch, dass wenn 4,(x) für 
keinen reellen Werth von x verschwindet, der Fourierschen Formel die in 
den Anwendungen manchmal nützliche Form 


Be) 


>| 


DO 


ayfaz cos (yA,(z)(c—e)) fix 


gegeben werden kann. 


IV. 
Untersuchung der Convergenz des von der Ebene z=0 und der 
Oberfläche z2= y(@y) eingeschlossenen Volums. 
$. 11. Allgemeine Vorbemerkungen. 


Wir würden uns nicht eines vollen Verständnisses der analytischen 
Eigenschaften der Fourierschen Doppelintegrale erfreuen, wenn wir es uns 
versagten, die Convergenz der von ihnen dargestellten Volumina, wenigstens 


im einfachsten Fall, wo im Integral Sdyfdz p die Function Y nur das Product 


zy enthält, eingehender zu untersuchen. Voraus schicke ich einige hauptsächlich 
13* 


‘sg In 


. 
. % 


‚ansity 


HICHIGAN 
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Dirichletschen Erörterungen entnommene Begriffsbestimmungen über Convergenz 
der Volumina. 

Das zu betrachtende Volumen sei begrenzt von einer Oberfläche 3=Y(z, y), 
von der Ebene z=0, den Ebenen 2=0, y=0 und einer Cylinderfläche 
u'xr,y)=0, welche die @y-Ebene in der Curve «(x,y)=0 schneidet, von 
der ich annehme, dass sie von allen vom Punkt 2=0, y=0 im positiven 
Quadranten ausgehenden Radienvectoren einmal aber nur einmal geschnitten 
wird. Die Gestalt der Begrenzungscurve «(xz,y)=0 denken wir uns variabel. 
Das Volumen ist alsdann absolut convergent. wenn es sich stets einem end- 
lichen Grenzwerih nähert. man mag die Radienvectoren alle oder zum Theil 
und zwar mit beliebig verschiedener Stärke unendlich werden lassen. Diese 
Definition ist im Prineip identisch mit der, dass das Volum absolut convergen! 
ist. wenn es auch convergirt, seine negativen Bestandtheile als positiv in Rech- 
nung gezogen. Wenn das Volum sich verschiedenen Grenzen oder keiner festen 
Grenze nähert. je nach dem Unendlichwerden der Radienvectoren der Curve 
00.9). ist das Volum bedingungsweise convergent, endlich wenn es keine Art 


des Unendliehwerdens der Radienvectoren giebt, für die das Volum sich einer 





lesten Grenze nähert, ist es divrergent. In unserem Falle liegt eine sehr merk- 
würdiee bedinzuneosweise Uonvergenz Vor. 


Was zunächst den Bau der Oberfläche 3= (xy) anbelangt, so sind 





ihre Niveaulinien Hiyperbeln, deren Gleichung xy = constans ist. Somit hal 
z. B. die Oberlläche z= cos(ry) im Allgemeinen folgende Gestalt: In den 
beiden Coordinatenaxen x und y ist z—= 1, von da ab setzt sich die Ober- 


lläche wellig in die vier Quadranten fort. Im positiven Quadranten geht die 





4. . “ . 7T Don . . 
Oberfläche durch die @y-Ebene in der Hyperbel @y= —, fällt bis zum Mi- 
- 


nimum 3=—1 in der Hyperbel @y=7, geht dann wieder durch die ıy- 
In u in 2 
Ebene in der Hyperbel 2y=— . u. s. f. In den übrigen Quadranten ist die 


— 





Gestalt der Oberfläche ganz ähnlich. Die Schnilteurve der Oberfläche mit 
einer Ebene, in der x oder y constant ist, ist allemal eine Cosinuswellenlinie 
mit congruenten Wellen. Betrachten wir zweitens die Oberfläche 3=e""(1—.ıry). 
Sie beginnt mit 3= 1 über den Axen x und „, verläuft dann über der zy- 
Ebene bis zur Hyperbel xy = 1. geht dort unter die ry-Ebene, und verbleibt 
darunter, um sich ihr im Unendlichen asymptotisch zu nähern. Ihr negatives 


Maximum fällt in die Hyperbel @zy=2. wo z den Werth =0,13535... erhält. 
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> 


$. 12. Einfachste Fälle der Convergenz des Volums unter der Oberfläche 
= p(rYy). 


Unsere Untersuchung des Volums SJaxayy (zy) wird darin bestehen. 
dass wir eine Anzahl solcher Volumina mil verschiedenarligen Begrenzungen 
bestimmen. 

1. Die Basis des Volums sei begrenzt durch die Linien 

= gan, yah, = 


Dann ist das Volum: 
fı 


/ dy / A p(ay) = i / ee de, 


0) 0) 





X 


(wenn wir wieder /s a)de=$(x) setzen). Dieses Volum convergirt, oh 
0 


man a endlich lässt und k unendlich werden lässt. oder umgekehrt verfährt. 


oder a und A gleichzeitig unendlich werden lässt, gegen die nämliche Grenze 


seometrisch elwas Beiremdendes, da wir 





Dar. 
F Da) dx. Dieses Resultat hat 
z 


wissen. dass der an 2=0 anlievende unendlich schmale Streifen für sich 


Da) Ze | 
allein gegen I — dxz convergirt, wenn er ins Unendliche verlängert wird. 


Nun muss der völlig symmetrische, an y=0 anliegende Streifen gegen die 

nämliche Grenze convergiren,. so dass das Volum über dem Rechteck 20. 

y=0, 2=%x. y=»x. welches beide Streifen enthält. gegen den doppelten Werth 

dieser Grenze convergiren müsste. Folgende Zerlegung klärt hierüber auf. 
2. Die Basis soll zu Begrenzungen haben die Linien: 


=, ya y-az. 


a AN aa” 

" 2 "D(e) 
Jar ay play) = /- + -da 
0 0 ‘ | 


0 


Dann ist das Volum: 


und convergirt für jeden von Null verschiedenen Werth von « mit wachsen- 
dem « gegen 


‘s wird die nämliche Grenze erreichen, auch wenn der Winkel, dessen Tan- 


gente « ist, während a ins Unendliche wächst, verschwindet, wenn nur «a 
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. « . . re ) . 
unendlich wird. Convergirt dieser Winkel aber gegen 90’, so wird @ un- 


I 


Bu d.ır 


, 





endlich. und das Volum wird dann für jeden Werth von a durch ı/ 
() 


oemessen. Für das Volum über dem Dreieck: 


z=0, y=h, y=er 


hat man: 
” h?’ 


"DC. 
f ER de, 
= c 


hi 


äyfar p(zy) = 


— 





w 


und hier gelten ganz ähnliche Schlüsse wie bei dem vorigen Volum. Es con- 


I 
2 "P«) 
veroirt für A=wx und für «=0 gegen Idee. 
0 


Wenn man also irgend ein Rechteck 





=D z=u, y=-0, yalı 


hat und zerlegt es vermittelst seiner den Punkt 2=0,. y=0 enthaltenden 
Diagonale in zwei Dreiecke, so sind, da die Integrale: 
h? 


aa? 


SD a, far 
” TC y r XL 


0 0 


für @« = — einander gleich werden, die Volumina über diesen Dreiecksflächen 
d ‘ 


einander gleich, der Endpunkt z=a, y=h der Diagonale mag im Endlichen 
oder im Unendlichen liegen. Rückt er auf irgend einem Wege im positiven 
Quadranten ins Unendliche, so convergiren die Volumina über den Dreiecken 


FL 
i j D x) . . T .. 
jedes gegen 1} PEN mithin das Volum über dem Rechteck gegen 


“q 

"D’(zx 
/ ER 
€ un 





$. 13. Volumina mit krummlinig begrenzter Basis. Einführung von 
Polarcoordinaten. 


Um die ferneren Volumina bestimmen zu können. führen wir Polar- 
coordinaten ein, und setzen r=rcose, y=rsine. 

3. Auf einer Basis, deren Begrenzungen sind ein Kreisbogen mit dem 
Radius AR und dem Mittelpunkt 2=0, y=0 und die Geraden: 


y=0, y=rlgeV 
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steht dies Volum: 


Vv R R: Ad 


. 
| 7. PCR sin ® cos® 
faofrar p(r"sinecose) — }/avfdo p(osinecos®) = = 1far — 
i sin® COS® 
0 0 (0) ( 


[5 ) 





Um das Integral rechts für R= x und spätere ihm ähnliche auszu- 
werthen, erinnere ich an die $. 10 gefundene Formel, welche dem vorliegen- 
den Zwecke gemäss eingerichtet, also lautet: 


bh 














D(A(a)h) fa (b 
lim /- z)de = + z 
; 4(x) N\ (a) A, #7 ’(b)“ A; 

” . „fi ) d — f(b' ) A; d u e a 
wo ın La‘ 1, un +77 (a) as obere oder das untere Zeichen zu setzen 
ist. jenachdem A(a+da) und A(b—db) positiv oder negativ ist. Es ist: 

(0 
“DL & “Di (2) 
1 OD 06, AO an 
’ « cz f x 


0) BT 


In dem Integrale, welches wir bestimmen wollen. 


rY 


“ &(R’sinvcos®v) 
} fe ( ’ a 


SIN® COS® 





0 
steht sino cose® statt A(r) und f(x) ist Eins. Ferner verschwindet sine® cos® 
in dem Intervall von o=0 bis e=V (V<Z!n) nur für o=0. Der Term 








(b) . j 
K ‚ fällt demnach fort, und es ist: 
“(b) 
M ‘ ” 

1]; Ir D(R’sınv cos®) 2 RE m: 'D En de 
lim. fdı 1 — — 
sIn® cos® “ ’ 

0 —— (SIN® C08d),,. 
00 


da sin(O+de)cos(O-+de) positiv ist. Ganz auf dieselbe Weise findet man: 





a7 R ar 
5 i : ',. PCR’sinvcose, 
lim g:_, defrdr g(r' sin® cos®) = A lim,.._, /de — bien 
L “ . sIn ®©COS® 
vv 0 vr 
e- (sin® 089), — j Ä ” 
S ) 
0 
4. Die Basis des Volums soll begrenzt sein durch die Linien: 
; B; \ 
y=-0, y=-algl, y=—(a-e), 


welche letztere die e-Axe im Punkte 2=a, die y-Axe im Punkte y= 
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schneidet. Dies Volum ergiebt sich in Polarcoordinaten: 


ah 


PRREEH D uf (ah)” \ 
” asmv+hcos: D( — - > sın® cos®) 
j " er) (asmp» +hcosr) 
dr Y dr f sn? cos © — > Auen dv. 
« . « 
f () 0 








sINP® COos® 


s Ad . . 0 . 
Unter der Voraussetzung. dass zb eine endliche Grösse bleibt, wenn 


und A unendlich werden. lässt sich das Inteeral rechts mit der nämlichen 
Formel behandeln wie die vorigen. Wir schreiben es: 











r bsin®costv 
Kol „sireene_) 
‘  bsn®-+ cos® b 
1 Ir 
— de. 
e bsin®cos® bsınd® + cos® 


0 


bsin® +cos® 


zu bsin® cos® TE ’ : ' 
Hierin steht 57 ” für A(x). verschwindet in dem Intervall O...V nur 
ISI11® ——- COSE ne 
b 


bsın® + cos® 





füre—=0. und ist für ©e=0-+doe positiv. Ferner steht für f(x). 


also ist die Grenze dieses Integrals für h’—= x 





2 b 
bsın® + cos® . PD (x) 
ı A, = 41 ——dr. 
o  bsınv cos® ” 2 


ie re 0) 
cv bsind + cosv —— 


Ganz auf dieselbe Weise würde man entwickeln: 








ah 
, I asınv 4 h cosı L 
RE je u. dx) 
/arfrar p(rsinvecose) = } J—- dx, 
T ar 0 uni 
ein Volum. welches begrenzt ist von den Linien: 
' ‚ B \ 
z=VU. y=alg!, a  ): 


>. Die bisher bestimmten Volumina convergirten stets gegen dieselben 
(Grenzwerthe. Bei folgenden Basalbegrenzungen findet dies nicht mehr statt. 

Die Begrenzungen der Basis seien die Geraden r=a, r=b und die 
Hvperbeln zy=.«e und @y=. Das Volum ist: 


Do 
i? 


\ 


Sara play) = ıP(P)— &(e)}log(--). 


a 


x 


und ist also stets divergent, wenn wir a=0 oder b=x setzen, oder beides 
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) 


. Tr r "D(x s 
zugleich thun, und wird für % = » unbestimmt, wenn F= —— (dx alternirend 
e c 


convergirt. 
Wählen wir zu Begrenzungen der Volumbasis die Linien y= te V,. 


y=rlge)l,. 2y=e, so finden wir für das Volum: 


27, 


r, j 'sın u COS 

n " 2 > . ö dr 
/defrarg rsinecose) = Po /- —. 
i . . sIM® 
rv (0) 7 


I. 
r e a j . j ‘ "Dix 
Dies Volum wird also bei alternirender Convergenz von / ( dx ebenfalls 
. Mn 
unbestimmt und wird unendlich für V,=0 oder N, — Izr, 
S. 14. Verallgemeinerung der bisherigen Resultate. Definition der 


Uonvergenz ım allgemeinen Falle. 


Alle diese einzelnen Volumbestimmungen sind enthalten in der einen 
folgenden. die der Schlüssel zu der betrachteten Convergenz ist. 
6. Die Basis des Volums habe die Begrenzungen: 


y- 0. y-= lg V. N = hin v). 
wo R= — s ehr den Radiusveetor einer die beiden Schenkel y = 0. 
y=.xlg}V verbindenden Curve bedeutet. Mit Hülfe der schon mehrfach benutzten 
Formel hat man dann: 
Vhu(o) r 


u 
er we \ "De(hw(r)sinvcosr) | 
de /rdrp(r'sinecose) = 4 | — — — ——— ıv(o)de, 
0 0 j 


in v) sin NCOS® 
(0) ei 


und das Integral rechter Hand convergirt für R= x gegen: 


“D cc 
/ I d. dx 
« x 


'27 N Y(v) 4 = 0) 








oO Ba r i 2 av’ ®» = 
we (w(v) sın "COS v) rn } 2 1 |=in2 | 
ou wi‘ ® Ih ( 


BE 


Mit Hülfe dieses Ausdrucks ist die Convergenz des Volums leicht zu diseuliren. 
Wenn w(e) zunächst für »=0 verschwindet. so kann der Ausdruck 


rechter Hand verschiedene Werthe annehmen. Für w(e)=® z. B. wird er 
1 


”. 
"D(x R is I 7 ) { \ 
Be für v(e)=e wird er Null. Wenn w(r) und w'(e) von Null 
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| Sei in “D( u 
verschieden bleiben für e=0, ist sein Werth stets 4 — dx. Wird ferner 


ö 
w/e) für e=0 unendlich, so ist der Werth des Ausdrucks ein anderer je 
nach der Stärke des Unendlichwerdens von w(e). Setzen wir zunächst 
ve = — und 

v(o) _ 9'le) u 

vr) GO vw 
und nehmen ©) so an, dass ©(0) und ©°(O) endlich seien. Dann wird der 


Werth des Ausdrucks (27.): 





der also gegen Unendlich convergirt, wenn « sich der Eins nähert. Gleich 
Eins oder grösser als Eins darf man « nicht setzen, weil dann w(e)sine cose 
für »— 0 keine Wurzel mehr hat und die allgemeine Formel also nicht gilt. 








4) (v) 2 ”(v) ev 
Statt w(e) = —— zu setzen, kann man dafür ——— schreiben, wo 4(e) 
" i sınd® COSd ; 
für e=0 nicht verschwindet, und dann hat man: 
hIlv) 
V } sın v cosı 27 
tz "D(h3(ir 
de frary (rsine cose) = ss de. 


() 0 


Das Integral rechts ist unendlich. wie man sofort sieht, wenn man einen mittleren 
Werth von D(h9(4e)) vor das Integral nimmt. 

Verschwindet 9(e) mit e, so erhält der vorstehende Ausdruck keinen 
allgemein angebbaren Werth mehr. Sein Werth hängt dann von der Beschaffenheit 


. . n . f \ — 1 . 
der Function & ab. Es sei z.B. Pir)=re””, +ge)=—, so wird das 


Integral: 
m _h 


ıV _R 
DIE) [re 

« sin® . sin® 
I) 





und verschwindet für h=x. 
Im Intervall O exel. ... © darf w(v) beliebig stark unendlich werden. 


Denn da in diesem Fall w(e)sinecose für A(x), und w(e) für f(x) steht. 


ft \ .. . . , \ . D . 
(x) aber stärker unendlich wird als A(x), so wird 2 vi) im 


Ep (w(e)sinv cosr) 
angegebenen Intervall den Bedingungen des Hauptsatzes genügen ($. 4). 








Somit kennen wir jetzt die Beschaffenheit der Convergenz des Volums, 
dessen Basis zu Begrenzungen hat die Linien y=0, y=zlgV(V < 4m) und 
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eine diese beiden Linien verbindende. derart ins Unendliche rückende Curve. 
dass das Verhältniss ihrer Radienvectoren vom Punkt r=0, y=0 aus con- 
stant bleibt. 

Wenn diese Curve eine Hyperbel ist, so divergirt das Volum. Wenn 
das Verhältniss des Radiusvector y= O0 zu den übrigen unendlich ist, so ist 
das Volum divergent, oder sein Werth hängt vom Grad der Unendlichkeit dieses 
Verhältnisses ab. Wenn endlich das Verhältniss des Radiusvector y-- 0 zu 
den übrigen endlich ist, so ist das Volum convergent, und convergirt, welches 
auch die Gestalt der ins Unendliche rückenden Curve und der Werth von 
" De) 


- dx. Wenn man also den positiven 


<< In sei, gegen dieselbe Grenze ı/ 
0 
Quadranten der ay-Ebene durch zwei den Punkt 20, y-- 0 enthaltende 
Gerade g, und g, in drei Theile theilt, und zwar so, dass die Gerade g, mit 
der r-Axe, die Gerade g, mit der y- Axe einen unendlich kleinen Winkel 
einschliesst: so ist die Grenze des Volums über der Basis zwischen g, und der 


r-Axe und einer beide Linien unter endlichem Winkel schneidenden ins Un- 


F 


' i NER D(x) i 
endliche rückenden Linie 4 / — . — dx. Derselben Grenze nähert sich auch 


das Volum auf der Basis zwischen g,. der y-Are und einer diese beiden 
Linien verbindenden, ins Unendliche rückenden Linie. Das Volum über der 
dritten Basis zwischen g, und g, und einer beliebigen g, und g, verbindenden 
ins Unendliche rückenden Linie ist Null. 

Ich muss schliesslich noch hervorheben. dass, wie dies aus der Werth- 


ws 
"D(x) i ' . 
IH dx auch die Grenze ist des Volums 


0 
R ' ; i . h 
über einer Basis zwischen den Geraden 2 =0,. y=h. y=r „, wenn man h 
( 


constant und beliebig klein sein lässt, und @ unendlich wird. Dies ist aber 


bestimmung ad 1. hervorgeht, 


. Dem 


nur ein besonderer Fall (auf dem übrigens die Anwendung des Integrals zur 
Darstellung willkürlicher Functionen beruht) und die Begrenzung y=h der 
Basis kann nicht durch eine andere ersetzt werden. ohne dass die Grenze 
des Volums sich ändert. Denn wenn für k eine Function w(x) von x ge- 
setzt wird, so ist das Volum über der durch die Linien 

y=0, y=-vyv(ie), z=-Q), z=a 


begrenzten Basis: 
a Wwi{x) arp(a) 


fax dy pay) = fdr . =) dx = fa: .2. en _ 


0 e — zw(e) 
OT 4 








14. * 
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und convergirt für a«=%x (wenn nicht besondere Annahmen über die Function 


L 


h (8) ke , . f 
gemacht werden) nur dann gegen /———d$, wenn lim,_,aw(a) = x und 
0 > 
wirt . . . . / 
BE —1 ist. Die letztere Bedingung wird aber nur durch w(x) = const. 
—_gw 7 
OT 
erfüllt. 


Diese Discussion der Convergenz des Volums unter der Oberfläche 
s—=gley) ist allerdings noch nicht ganz allgemein. Es wäre im allgemeinsten 
Falle ein Doppelintegral zu behandeln, wo, statt wie ad 6. yhw(s) die obere 
Grenze der Integration nach r war, als obere Grenze eine beliebige, mit h 
unendlich werdende Function w(Ah,v) angenommen würde Da aber diese 
allgemeinere Annahme. die mit Hülfe der am Schluss des $. 10 angedeuteten 
Erweiterung des dort gegebenen Theorems der Analyse zugänglich ist, bei 
viel umständlicheren Räsonnements nichts wesentlich Neues ergiebt. und ihre 
Erledigung nicht ohne bedeutende Ausdehnung dieser Abhandlung möglich zu 
sein scheint, so ziehe ich es vor, darauf nicht weiter einzugehen. 


Heidelbere. im Februar 1868. 
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Beitrag zur Theorie der linearen partiellen 
Diflerentialgleichungen. 


(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.) 


Verschiedene physikalische Untersuchungen führen auf analytische Aul- 
gaben, die in der folgenden Forderung enthalten sind. Wenn ein Ort im Raume 
durch die rechtwinkligen Coordinaten x, y, = bestimmt ist. und wenn für das 
Innere eines gewissen endlichen Raumes T die eindeutigen, endlichen und 
stetigen Funclionen des Ortes x, ©, w, g gegeben sind, so sollen vier Funclionen 


P, P:3, P;ı» Pız gefunden werden, die den vier Gleichungen 


O4 oy 02 
oP,, oP op 
= ——1t5 — 
cr 0 va 
3 oP,, oP 
DD == —_ _ — 
OX oy ar 
© r, 3 © ri | oP, 2 
> rt 
OX oy 0% 


genügen. Herr Helmholtz hat in dem Aufsatze .„über Integrale der hydrodvnami- 
schen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen entsprechen‘ (Bd. 55 dieses 
Journals, p. 25) diese Aufgabe gestellt und aufgelöst, indem er voraussetzt. dass 
für jeden Punkt von T die Function g gleich der Null sei, und die Functionen 
a, v, w die Gleichung 

ou oo ow 


—— - — — UV 
Or oy z 








befriedigen, dass ferner für jeden Punkt der den Raum T begrenzenden Ober- 
lläche S, wenn die von dem Raume 7 nach aussen gezogene Flächennormale 


) 


» mit den positiven Axen der x, y, 3 beziehungsweise die Winkel «, 5, y 


/ 


bildet, die Gleichung 


ov ow ow ou ‚.,r’ou 0‘ 
Eur cosa—+\- cosß + — ——— )Jcosy = 0 


03 oy oX 03 oy Ox 











erfüllt sei. Mit der alleinigen Einschränkung, dass die Function g überall gleich 
der Null sei, ist das obige Problem von Roch in seiner Dissertation „An- 


wendung der Potentialausdrücke auf die Theorie der molecularphysikalischen 
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Fernwirkungen ete.“* (Bd. 61 dieses Journals. p. 283) behandelt worden. Da- 
selbst wird bemerkt. dass jede der Functionen P, P,. P;,. P,, als das Ag- 
oregat von zwei Integralen ausgedrückt werden könne, von denen das eine 
über den Raum T, das andere über die Oberfläche S auszudehnen ist. Zu- 
eleich erfolgt eine analvtische Bestimmung der betreffenden Raumintegrale und 
eine Deutung derselben, die sich nach dem Vorgange von Herrn Helmholtz auf 
die Analogie zu dem Wirkungsgesetze der ruhenden und der bewegten electri- 
schen Massen stützt. 

Die allgemeinere Fassung. die dem Problem oben gegeben ist. wird 
durch die Symmetrie der gegenwärtig zu entwickelnden Auflösung, wie ich 
olaube. gerechtfertigt erscheinen. Die gefundenen Werthe der Funetionen 
P. P.,. P,,. P,, treten in ihrer ersten Gestalt als Integrale auf, die sich über 
den Raum T erstrecken. Dadurch, dass jedes dieser Integrale in das Aggregat 
eines Raumintegrals und eines Oberflächenintegrals aufgelöst wird, entsteht eine 
seite Gestalt der Auflösung. Die erste (Gestalt bietet einen Gesichtspunkt 
su einer physikalischen Deutung der rollständigen gefundenen Werthe der 
Funetionen P, P,. PP. Pı:. Die zweite Gestalt liefert die Form der Raum- 
integrale, welche in dem angeführten Rochschen Aufsatze unter der dort gel- 
tenden )oraussetzung angegeben und gedeutet ist. und die Form der Ober- 
tachenintegrale, welche daselbst nicht bestimmt ist, aber in entsprechender 


Weise gedeutet werden kann. 


1. 
Vor Erörterung des Problems wird es angemessen sein zu erwägen. 
welchen Charakter die allgemeinste Auflösung desselben habe. Gesetzt es 


seien P=P. P,=P,. Pı=P,, P:=P.und P=(, P,= 0. Pu = 0 


i “ 
P:= ( zwei Systeme von Auflösungen. so befriedigen die Differenzen 
u”—FP Qs3-Pa = 0%. Qu —Pz > 9. Qa—P, = 0, das von den Werthen 
der gegebenen Functionen u, e, w, g unabhängige System von Gleichungen 


6 CO, co 
) — Re: 


"eu 9pf 
4 . 
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cr coy O3 


Gleichungen 0 = Jo, 0 = Joy, 0 = Jo,. 0 = So, nach sich zieht. Demnach 





5% ET, er 


welches bei Anwendung der Charakteristik /f= die vier 


sieht man, dass, wenn ein System von Auflösungen P, P.,. P,,. P,, mit allen 
Systemen von Auflösungen des vorstehenden Systems von Gleichungen 0, 0. 
Os Op. verbunden wird, die Functionen P+o, P,+0,. P,-+0,. P.,- 0, 
die sämmtlichen Systeme von Auflösungen unserer Aufgabe und zwar jedes 
ein Mal darstellen. Wir werden daher nur ein einziges System von Functionen 
P, P,, P;ı, Pı, aufsuchen, das unsere Aufgabe erfüllt. 

Diese Absicht lässt sich erreichen. indem man annimmt. dass die 
Functionen P, P,. Pzı. P., von vier neuen Functionen U. I. W. @ in der 
folgenden Weise abhängen 

coG cW cV 








WETTEN nA RR AME 
u. Or oy 03 ° 
In, rau 
1°. \ | OL oY co: 
a. FR um 
p oV’ . oU _ 06 
» zu ——— _— — .. 
| m OT T oy 03 
nn u ae 
ee 


rer | 
oXx oy c3 


und verlangt, dass die Functionen U, V, W, @ der aufgestellten Forderung 
gemäss bestimmt werden. Die Substitution dieser Ausdrücke in die gegebenen 























Gleichungen 
u: oP EP, __ EP 
0x 0 03 
2.0 OP, a 
1) 02 Zu er 7 
\ °; n n n )) 
Ra OP, OP, , A 
or oy 02 
ann OP + OP, O £ 2 
9 ox oy 03 


liefert dann die Gleichungen 
2.) u=4AU, e=4V, w=4W, 9=46, 


von denen jede zu der Bestimmung von einer der Functionen U, V, W, @ 


geeignet ist. Wenn man festsetzt. dass eine Function f von x, y, z durch 
die Substitution e=x, y=y', 3=3' in die Function f’ übergehe, dass der 
positive Werth Y((e—z')’+(y—y')’+(3—3'))=r sei, und dass das Volumen- 
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element dir’ dy' ds’ mit dt bezeichnet werde. so erfüllen bekanntlich die über 


den Raum T auszudehnenden Integrale 


z | u' dt , | r' dt’ u 1 u’ dr 
= pet vo fed, we fer. 
d rl r Ir r n Ar. r 

l Em 
) ( wi MR 
e Ir, r 


die Gleichunsen 2. 
Da die Functionen ®, re, w. q nach der getroffenen Voraussetzung in 
Raume 7 eindeutig. endlich und stetig sind, so stellen die für U, V, W, @G 
sefundenen Integrale Functionen dar. die mit Einschluss der nach x, y, z 
nommenen Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung überall im Raume 
! eindeutig und endlich sind. Auch kann man bemerken. dass diese Integrale. 
wenn r. 9. x die (Coordinaten eines Punktes bedeuten. der ausserhalb des 


iaumes 7 liest. die partieilen Differentialzleichungen O0 = Ju, Od = Ir. O Tır. 


0) /y befriedigen. Indem man nun die Werthe von », vr, w, g in die Glei- 
0 | substituirt. die Differentiationen nach r, y, z unter die Integral- 
en bringt. und daselbst durch Differentiationen nach r'. y‘. 3’ ersetzt. so 

S s folgende System von Functionen P, Pa. P;,. Pı. welches die 
S \ulgabe S 





dr. 


dt. 





) 
) 


u 
u { —— 
7 1 J : r ' . 
l | _ Er RA en ©) 
Ir ® In } > 


Diese Functionen haben überdies die Eirenschaft. wenn x. y. x die Coordinaten 
h r ry isp NIIZOX m'ı« 11, I 1gQ ), > Tr’ . -t n Ir 19 I ur mio > 
ezeichnen. der ausserhalb des Raumes Tlieet. in die Ausdrücke 


—. 


der rechten Seite der Gleichungen 1’.) eingesetzt, die Werthe Null zu 


- 


vroduciren. Die angegebene Gestalt der Auflösung kann durch Anwendung 


einer theilweisen Integration. wie folgt, in eine andere verwandelt werden. 


Wenn das Element der Oberfläche S in dem Punkte (x,y',s) mit ds’ be- 











Lipschits, Beitrag zur Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen. 113 


zeichnet wird, wenn die nach ds’ auszuführende Integration sich auf die ganze 
Oberlläche 5 bezieht, wenn die in dem Punkte (x'. y'. 3’) von dem Raume T 
nach aussen gezogene Flächennormale »’ mit den Axen der positiven ır, y. : 
die Winkel «, 5°, y' bildet, so hat man zunächst für einen Punkt (x, y. 2). 
der ausserhalb T liegt, dann aber auch. wie leicht zu beweisen. für einen 
Punkt (w, 9,5). der innerhalb T liegt, die Gleichung 
s 5 | | | 
fer: fm 8 
Wir setzen hier voraus, dass die nach x, y. 3 genommenen Differential- 
quotienten der Functionen x, v, w, g überall in T endliche Werthe haben 
Werden die sämmtlichen Bestandtheile der für P, P,.. P. 


> 


- P,, ezefundenen 
Ausdrücke durch die entsprechenden Gleichungen umgeformt. und führt man 


die folgenden Bezeichnungen ein 














F | KK ou’ N cv cw' \ dt' 
Is. Er ee 7 
| F 1 f 09 cw' or dt’ 
ee \ ‚LE. oa cy ( N} 
(d.) i 
F cz | 7 ou og ou dt' 
u. 4m, ox ou TG . 
F u 1 ( or’ i ( u ( g' ) dt 
ct In) or "ey 03’ eo? 
und ferner 
= ll u cos«' + ©’ cos?’ + ıw' cosy' = 
EIN 
1 ’ ' ' ' “ #% ! u ds’ 
3, = | 4a cosa —w cos» — v COSY ) ——. 
9 
’ | 4 | / m 
6.) 
Pe 1 / „' ! L_ ' < R], TERN ds 
fa = 4z/| weosa+g cosp —u cosy) —-. 
> 1 , 7} ’ ] 1, N ! ds’ 
fı = Se © c0s@a + au cos +9 cosy_ us 


so ergiebt sich diese zweite Gestalt der Auflösung 
(.) = F+f, P;; u. Fa+ fa» P;,  —— Fıa+fa;> P. Fat fı- 


Durch die Voraussetzung g=0 gehen F, F,,, F;,. F,, in die von Roch 
angegebenen Raumintegrale über, und demnach sind f, fi» fs, fr» die den- 
selben als Ergänzung entsprechenden Oberflächenintegrale. 
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3. 


Um die abgeleiteten Resultate mit der von Herrn Helmholtz gegebenen 
Auflösung des specielleren Problems zu vergleichen, kann man den folgenden 
Weg einschlagen. Es mögen die Grössen F, F3;, F;,, F}, aus (5.) in die Aus- 
drücke, die in (1”.) rechts von den Gleichheitszeichen stehen. beziehungsweise 
statt P. P;,. P;,. P,, substituirt werden. so sind vier in T überall endliche 















































Funetionen u. v. w. g durch die folgenden Gleichungen vollständig bestimmi 
oF OF, oF 
u—uı = — tt —-—., 
OL oy 0% 
öF,., öF , OF, 
| NE Teer rg 
8. | u Er 
| :. FE . FRAUE : , 
oe —-W = Se un ng er San ° 
OL oy BB 
2 0F, ,6F, ,6F, 
Be PD 7 
Aus diesen Gleichungen fliessen die folgenden 
ow—ı) ,„ ol—v) ,„ ow—m) 
I + — AF 
Ox oy 03 ’ 
| 0(9—39) ocw—w) , O(e—v) 
dx u Fi zw - AF3. 
oy 0% 
9. o(w—w) , 09-9) O(u—ı) 
| i use — a ı),/ Ei B4 un AF;,. 
OX oy 0% 
o(v ra v)  oWw— 1) , oO (g _- 9) 
— z > Zu - .- > En - = AF.». 
OX oy 0% ’ 


Dagegen ergeben sich aus (5.) die Relationen 




















tr EN nl 
or  0y 03 
eg ©w , © 
' = Ve nr u AF. “ 
410.) Or oy ” 03 . 
KW. “ en m 
ow 0g cu 
— + ———tr ww AF; “ 
or ' oy 03 31 J 
ov ou og 
a m r\ n= = _ AF.. . 
OT oy 03 f 


und diese mit (9.) verbunden ziehen die folgenden Gleichungen zwischen den 
Functionen u, v, w, g nach sich: 
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ou oVv ow 





— - — 0, 
OX oy 0% 
OR ow , 
a 
IX ot 03 
11.) ne 

oWw on ou 
oX oy 0% 
oVd ou ,„ 

he ee We 
of oy 0% 


Dieselben bieten in dem Falle, dass 49 im Innern von T überall »leich der 
Null ist. eine Handhabe,. um eine Auflösung des Systems (1’.) abzuleiten. 
Denn die drei letzten von den Gleichungen (11.) eehen alsdann in die 
nothwendigen und hinreichenden Bedingungen über. damit der Ausdruck 
ude-+vdy-+wdz ein vollständiges Dillerential sei. Beschreibt man also im 
Raume T von einem beliebigen festen Punkte (,. %,. 3,) bis zu dem Punkte 
(z,y, 3) eine willkürliche Curve, so liefert eine längs derselben ausgeführte 


Integration die Function 
412). BB = Jude +vdy Hide), 


Die auf zwei verschiedenen von (#2, Yu, %,) nach (x,y,2) gezogenen Inte- 
grationswegen erhaltenen Werthe PB sind dieselben. wenn man eine Fläche 
construiren kann, welche nur diese beiden Integralionswege zur Begrenzung 
hat und ganz im Raume T liegt; diese Werthe können aber verschiedene 
werden. wenn sich diese Bedingung nicht erfüllen lässt. Nunmehr bestehen 


die Gleichungen 
OB O‘\ 
» “ w = 07 


0 


1% 


BEN OB 
13.) u=——, 0=- 
’ \OTX oy 


, 


L 


und wegen der ersten Gleichung (11.) gilt die Relation 
14.) MB=0. 
Wenn jetzt die Werthe (13.) in (8.) substituirt werden, so ergiebt sich das 


System von Gleichungen 














„u FD, An __ OR, 
or oy 02 ’ 
= — OF, | 0 (FB) Ei c Ö F . & > 
45 \ Ox we vu 
15.) h | \ 
5% oF,, oF,, , KF+P 
OXx oy | 02 ° 
= OF, 4 OF,, OF, 2 
ı5* 
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welches lehrt. dass unter der Voraussetzung 9=0 die Ausdrücke 
16. P=F+%. Pa=F»: P;: on F;1; P\ Fi. 


eine Auflösung des Systems /1’.) darstellen. Ich werde nun die Grössen u. 
w. a durch Oberflächenintegrale ausdrücken, um die Bedeutung der Gleichung 


0 und das Wesen der Function ® in ein helleres Licht zu setzen. Aus 
Ss. ergiebt sich der folgende Werth von 9 




















Er 
r r r C ur 
1 / 1 dq ow , cv r IM 
= 4—-— — _——  —- — di 
| = -„)\ wat) 
= 
- r GO 
1%. l / cw , og cu’ ) r FM 
 — ———- — 
In. or  0oYy 02/7 0y 
| h 
i rr’ an J oq' u. r 
Race: LT , If . 
ne Eee re = de a Pen E 
In. co oy 03 / 0% 


us diesen bildet sich unter der Voraussetzung. dass die zweiten nach x, y, z 
senommenen Differentialquotienten der Functionen w, e, w, g in T überall 
endlich sind. mit Hülfe der oben angewendeten theilweisen Integration der 


\usdruck 



































1 / og! og’ c g\ de 
HI \ oy' cz’ / r 
\ | / og cw' or’ \ . ‚ds 
_ A cos — 
Int. ox’ cy O3’ / } 
I>S i 
| r cu ca eu’ N y, ds’ 
— + — — — ) cos’ — 
AnJ\ 0a o O2’ / J 
1 / cr’ ou og’ ) ‚ds 
u I — + ——- )cos y’ — 
47 er; oy' 03 ie ı 


Da aber nach dem (Grreenschen Satze 


J Ir. 











U N 














\ or” Cy 02 r 
\ I / og’ . R oq' a og En, ds’ 
= — /\ => c05@ + —cosß + —— c0sY )— 
| Y 47 . \or Cy 023 "-’,R 
| 1 | 
| » Je a Pc 
| r r r Ä 
u — 0082 + —— 0059 + —— 008y ]ds 
42) ° or cy | C3 . 


ist. so entsteht der gesuchte Ausdruck, wenn man der Kürze halber eine 
Differentiation nach dem Element der Normale ©n’ einführt 
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»ı Go 
20°. \ | Er — dig’ 
3 I) I on 
| cow' or cd ın' 2 u’ 
. As. \ oy' | Oz! ".)cos@’ 5 (— Or’ ;)eosp' '- (-: pr 7 y' ; )eos r)Z 
Auch erhält man durch entsprechende Schritte die Ausdrücke 


u 
8 8 
a | I“ ART TEEN. /(G en | 
= - - aüsS —- — -_ — un OS“ 
An« on An. oy' 03 )‘ ’ 


' og’ or ;) eos “.; ( ow' og’ ) ds’ 
+( -— — — s’ + -—— —- 0SY _, 
' or! 4 or’ oy' cv) r 


ı 0o- 

16) A | / 4 r 1’ 1 IK ou’ C 7) | 
20.) /v = — — ’ ds — — — 7 — —— )c080% 
(20"., \ Ane on’ An. oy 08 vo. 
| ‚fo ow | ou’ =) io ow ds’ 

Tr c05P - "+(= a -)eosy’ Bene 








0% ox' oy r 
ni 
ı 0o- 
 -® (2 g’ ou’ 
w = — — Jw —ds — — fMK ‚) eos a’ a 
Inte on’ oy' az! 
(—: oO v ) a1 | ’ ou’ | = ') ds’ 
+ — — —— ) cos; a - cosy) —- 
Or’ “Tor 7 y ‘ r 


Hier erscheint jede der Functionen ı, v, w. g als ein Aggregat von zwei 
Integralen, von denen das erste als das Potential einer magnetischen Doppel- 
schicht auf der Oberfläche S, das zweite als das Potential einer magnetischen 
einfachen Schicht auf der Oberfläche S in Bezug auf den Punkt (x, y, 2) 
betrachtet werden kann. Denkt man sich jetzt den Werth y für die Ober- 
lläche S willkürlich gegeben, so ist in dem Ausdruck von 9 das Potential der 
Doppelschicht vollständig bestimmt, und die Forderung. dass 3—=0 sei, führt 
nach einem Gaussischen Satze zu einer vollständigen Bestimmung der Dichtig- 
keit für die entsprechende einfache magnetische Schicht. Wird überdies an- 
genommen, dass die Function g an der ganzen Oberfläche S den Werth Null 
habe, so muss die Dichtigkeit der einfachen Schicht überall ebenfalls gleich 
der Null sein, d. h. es muss für die ganze Oberfläche S die Gleichung gelten 
(- pi: N Mh )eosa+(-—— ee ei cos / Non = )cos7 


2 0X oy 


O% 











Bei der von Herrn Helmholtz behandelten Aufgabe ist die Function y in 
dem ganzen Raume F gleich der Null, also drückt hier die vorstehende Gleichung 


N 
a 
i 
N 
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die zu dem Verschwinden der Grösse 9 nothwendige und hinreichende Be- 
dineune aus. Unter der Voraussetzung 9= 0 bilden die Ausdrücke 16., eine 


Auflösung des Systems 1’. ), und dieselbe stimmt unter der ferneren Annahme. 





| BE Sn Su 7 2. cu , © cw 
dass überall in T die Gleichune —— + + - — () sei. mit der am an- 
= Eu S 


veführten Orte gegebenen Auflösung überein. 


3. 
Die Deutung der Functionen,. die in den entwickelten Auflösungen 
nserer Aufgabe auftreten, erfordert, dass die Wirkung eines magnetischen 
Massenpunktes und eines eleetrischen Stromelements auf einen anderen maeneti- 


schen Massenpunkt vergleichbar dareestellt werden. In dem Punkte ‘r. y. 


ie Wirkung erfährt, sei die Einheit des negativen (südlichen) magnetischen 


Fluidums concentrirt Dann sind die Componenten der Wirkung. welche die 


> u 1 [? R® I m I r — 4 ? m zu 1 5 z 
Punkte 2,9,3, befindliche magnetische Masse «u ausübt. nach der r, y, z 
| f | 
\xe genommen, beziehungsweise 
u A uw’ 
x oy z 


sind die Componenten der Wirkung, welche das im Punkte r.y.z 


- 


1 


{liche mit der Intensität J" durchströmte Linearelement d/ ausübt, nach 


4, 3 Axe genommen, wenn die positiven Axen der x, y, 3 resp. nach 





7 7} » r ” oo. ;» ”. 4 ' " a7 wm nıza w 
el. Ks, recnis Lerichliet sind, Dezienunzsweilse 
4 
J / , J w m 
mine {ni f/ 
14 3 
“ NG = “= 
ix 7 
1 - fr rs 
= j 3 ı N 
r - 
f 3 3 ) 
u u mw, 
[ EEE 
4 wi 
j’ r ‚A 
'y q 


Wie bei einer Vertheilung magnetischer Massen die über sämmtliche Massen 
A 


usgedehnte Summe > -— das Potential der Massenvertheilung heisst, so möge 
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der Complex der drei über sämmtliche Elemente einer Stromvertheilung ge- 


nommenen Summen 


3 ! 
a Oy JRR 2 
J' j dl’ J —— dl J' —— d 
x { <_ ol < el 
r r ı r 


das Potentialsvstem der Stromvertheilung genannt werden. Wenn demnach 


bei einer Auflösung des Systems (1”.) die Function P als das Potential einer 
Vertheilung magnelischer Massen. der Complex —Py. —P;. —P, als das 


Potentialsystem einer Vertheilung von eleetrischen Strömen aufgefasst werden 
kann, so stellen die Funclionen «, e, w die Componenten der Wirkung dar. 
die von den magnetischen Massen und den electrischen Strömen gemeinsam auf 
den Punkt (x, y. 3) ausgeübt wird. Eine solche Auffassung der für P. P.,. 
P;,. Pi, gefundenen Ausdrücke kann nun folgendermassen vermittelt werden 

Es werde durch den Punkt (z’,y,zs) oder E ein System von drei 
auf einander senkrechten Linien gelegt, und es mögen auf jeder derselben in 
je zwei gleichen Abständen von E zwei Punkte bestimmt werden, auf der 
ersten E, und E_,, auf der zweiten E, und E_;, auf der dritten E, und E_,: 
die Linien seien von E aus so gezogen, dass die Punkte E,, E;, E, be- 


ziehungsweise oben, links, rechts liegen. Die Punkte E,. E;, E, sollen in 


Bezug auf den Punkt E die relativen Coordinaten r=«, ya. 3=M;: 


=, y=Pı» 3=P; 2 =Y,y=Yı,3=Y:, haben. Jetzt betrachte ich zuerst 


das folgende Gebilde. In dem Punkte E, sei die magnetische Masse «', in 


[04 


dem Punkte E_, die Masse —«' concentrirt. In den Punkten E;, und E 


a. 


i E,. in den Punkten E, und E 


werden parallele Linien zu der Linie E_ 
parallele Linien zu der Linie E_, E, gezogen. und das aus diesen vier sich 


schneidenden Linien gebildete Rechteck möge durch einen eleetrischen Strom 
von der Intensität J’ in der Reihenfolge E,, E,, E_,. E_, durchströmt werden. 
Ausserdem wird vorausgesetzt, dass die Länge der Linien E_, E,, E,; E 

E_, E, gegen den Abstand des Punktes E von dem Punkte (x, y. =. der 
die anziehende Wirkung erfährt, kleine Grössen sind. Alsdann liefert das 
System der magnetischen Massen « und —«', welches man einen Elementar- 


magneten nennen kann, das Potential 








ns Ey ! 
Fa u zz 
(21 .) Zu ur - 0 u 7 — 73,0 
OX oy 03 


Was das Potentialsystem des construirten geschlossenen Elementarstromes an- 


o 





on. 
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or 
I ar 
. 9, . . ‘ 
Ianet. so liefern zu dem Ausdruck & —————- die Theile des Stromes. 
= r 
welche durch die Punkte E; und E_, hindurchgehen, den Beitrag 
ar u u 
f _— O —— VD — 
r r F 
+ I f] 
WENN rt ht 
or oy 02 


die Theile des Stromes. welche durch die Punkte E, und E_, hindurchgehen. 


den Beitrae 

















Pr n. er. 
oO — Oo — Oo — 
2 r E r r 2 
1J j or / F y' us cz’ 2 
Wenn man nun die positiven Quadratwurzeln Ya +oi+e;) =a. Y+Pi + 
I y-pn-y2 =t seizt, und sich der bekannten Formeln 
2 ' bc 
Pılaı PıYfı > —6, 
bc 
"Y Pr = —a: 
bc 
5 7 | — 5, 7 — us «d 





bedient. so nimmt das Potentialsystem des in Rede stehenden Stromrechtecks 
die Form an 





oz 
ei 














A 
er 





Be u elle ee 


l ’ 
Or cy 





-(t 


Ich gehe nun zur Betrachtung eines zweiten Gebildes über. Es sei 
E. die Mitte eines Stromelements von der Länge 2. bei welchem die Richtung 
des Stromes von dem Punkte E nach dem Punkte E, geht. ebenso E_, die 
Witte eines Stromelements von der Länge 2a. bei welchem die Richtung des 
Stromes die entgegengesetzte ist. In gleicher Weise seien E,; und E_, die 
Witten von Stromelementen mit der Länge 2x und den Richtungen EE;, EE_; 


—_ zo 


und E, und E_, die Mitten von Stromelementen mit der Länge 2a und den 
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Richtungen EE,, EE_,. Die Stromstärke in allen Theilen dieses Sitrom- 
kreuzes habe den Werth J”. Dann wird das Potentialsystem des Stromkreuzes. 


wie leicht zu übersehen. das folgende 


| | | 

0 — ( ( 
33 r % ) A . em r 
wre . Aa J F Yr “ 4a J r ia J er 
or oy 02 


Wir machen jetzt die mathemalische Fiction. dass die Wirkung sowohl der 
Klementarmagneten, als der Stromvierecke. als der Siromkreuze auch dann 
noch durch die angegebenen Ausdrücke dargestelli werde. wenn der in An- 
ori! genommene Punkt (x, y,. =) in die Nähe jener Gebilde gerückt wird. 
Alsdann können wir eine Vertheilung von magnetischen Massen construiren. 
deren Potential gleich dem Werthe P aus 4.) ist. und eine Vertheilung von 
eleetrischen Strömen angeben, deren Potentialsystem gleich dem Complex der 
Werithe P,. P,. P,, aus (4.) ist. Man erhält nämlich das Element des für P 
sefundenen Integrals. indem man in (21.) die Substitution mach! 


‘ \ ‘ | ' ! ! l ! ’ 
24. da — ud, RZue,: e dt. 
4n 4n 


! 


Zu, =w dt, 


und man erhält die Elemente der für P,,. P;,. P,, gefundenen Integrale. indem 


man in (22.) die Substitution 


‚er Abe | N 4bc ! o' ' 46c f Ta , 
25.)  —Ja= —— ud, —— Ja = di,, Ja 7, 
a An a Ar R 4 
und in (23.) die Substitution 
» ) | ! r 
26.) 4 = — dd 
’ r Art Y 


ausführt, dann aber die entsprechenden Ausdrücke addirt. Durch die Gleichun- 


gen (24.) wird die Richtung der Axe E_,E, des Elementarmagnelen und der 
Werth seines Moments 2w'a vollständig bestimmt. Die Gleichungen 25.) de- 
terminiren die Ebene des Stromvierecks senkrecht gegen die Axe des eben 
bestimmten Elementarmagnelen. und liefern für das Product der Stromstärke 
in den Flächenraum des umströmten Rechtecks die Gleichung 
46)" = Qua, 

nach welcher dieses Product gleich dem Moment des in Rede stehenden 
Elementarmagneten ist. Also besteht zwischen dem Elementarmagnelten und 
dem Stromviereck die Beziehung, dass ihre Wirkung auf einen entlernten 
Punkt dieselbe ist. Die Gleichung (26.) zeigt. dass die bei den Stromkreuzen 
zu wählende Lage der Linien EE,, EE,, EE, eine willkürliche ist. und dass 


die denselben beizulegende Stromstärke J” der Function g proportional wird. 
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folglich mit der Function g zugleich verschwindet. Wenn man daher in jedem 
Punkte (x’, y', 2’) des Innern von T einen Elementarmagneten fingirt, der durch 
die Gleichungen (24.) bestimmt ist, dagegen ein Stromviereck und ein Strom- 
kreuz annimmt, für welche beziehungsweise die Gleichungen gelten 





zen 4bce „ 22 Abe , A Abe ,, WW dn 
2° _— — — = — — a ZZ — — 
35°. * Pam m dt, Ja, — dt, E Jo; x dt, 
» . 5) 7] 1 ! ' 
(26“.) 4J = — Du g dt P 


so hat man ein System von Magneten. welches das Potential P produeirt, und 
ein System von electrischen Strömen, welches das Potentialsystem — Ps. —P;ı. 
-P,, erzeugt. Dieses System von Kraftquellen bringt nach dem oben Be- 
merkten auf einen im Innern von T gelegenen Punkt (x, y, z) eine Wirkung 
hervor. deren nach den x, y, z Axen genommene Componenten respective 
sleich den gegebenen Werthen «, ®, ı sind. übt dagegen auf einen ausserhalb 
T befindlichen Punkt (r,y,z) gar keine Wirkung aus. 

Die in den Gleichungen (7.) enthaltene Auflösung unserer Aufgabe 
gestaltet. die Functionen F und f als Potentiale von Vertheilungen magnetischer 
Massen im Raume T und in der Oberfläche S, die Complexe F,, F;, Fı 
und fiy» fs. fi, als Potentialsysteme von Vertheilungen electrischer Ströme im 
Raume T und in der Oberfläche S aufzufassen. Es werde in dem Punkte 
r',y.z) eine magnelische Masse «', ein Stromelement d’' mit der Intensität 
J' und ein Stromelement d/” mit der Intensität J” fingirt. so hat man für 
diesen Zweck die folgenden Gleichungen anzuwenden: erstens im Raume T 








| (E$ ov cow' 

' ' 
— +-—- +7 )dt ; 
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und zweitens in der Oberfläche 


' 
u 


ox 
J' 


UA 


ar‘ 


a. 
J' ar dl 


O3’ 
J' om dl 
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or’ 
Bag EI dl’ 
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Ss 
1 
4r 
1 ; ” 
— (— m» cos 
Ar \ j 
Et u cosy' 
— S s 
An ‘ 
m. ba 
—(—E c080 
An ‘ 
.n a coso' ds' 
Ar g u Fi b) 
q’ cos’ ds' 
>/) ; “ 
Arı I 


1 'cosv'ds' 
vr id ds. 


RR any 
+0 0057 


123 


a - ı ' I ' ! N 
uc0se +v cos +w cosy')ds. 


ds‘. 


! 3 ! 
-0 cosa ds. 


u cos )ds', 


In Bezug auf die letzten Formeln kann man die Bemerkung machen. dass die 


mit d!” bezeichneten Stromelemente senkrecht gegen die Oberfläche S, die 


mit d’ bezeichneten Stromelemente aber tangential zu der Oberfläche S ge- 


richtet sind. 


4. 


Die Betrachtungen, die in den angeführten Abhandlungen unter der Vor- 


aussetzung, dass die Function g gleich Null ist, und dass «, v, w die Com- 


ponenten der Geschwindigkeit einer den Raum T continuirlich erfüllenden Materie 


im Punkte (x, y,z) bedeuten, an die Interpretation der Integrale F, F,. F;,. 


F,, angeknüpft sind, und die sich auf die mechanische Bedeutung der Aus- 


Ju ov ow ov 


ow om ou 


n 
OU 


el) 











eh 0% 0% 


h or) 
drücke — + er 4 ——, 


oy ’ Ox 
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beziehen. veranlassen 


eine Frage nach den Bedingungen, unter denen die Elemente der Integrale 
f» fis» fsis fir, das ist, die in der Oberfläche S supponirten magnetischen 


Massen und electrischen Ströme, verschwinden. 


aus der Gleichung 


(ucosa +vcosß +wcosy) + (—wcosß +vcosy)’ +(—ucosy- 


+(—vcosa+ucosß) = «te +w' 


Die betreffende Antwort ist 


x COS)” 


a. PEDAL RETTET 


abzuleiten, und lautet dahin, dass zu diesem Ende die Werthe «, v., w in 
jedem Punkte von S gleich Null werden müssen. 
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16 * 


a re 
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\Wir wollen nun auch den enigegenstehenden Fall erwägen. wo unter 
der Voraussetzung. dass die Funetion g gleich Null ist, die Elemente der 
Integrale F, F,,. F,,. #,, verschwinden, das ist. wo in dem ganzen Raume 7 


lie Gleichungen gelten 


cu or ow 0 
\ Aa \ F- [ pL nz z 
- N 03 
)ı) £ Y 
cr CU cu c 7 cu Oo 
| 0, „eu u 
are oy OL 023 oy OX 


Dann sind vw, re, we die nach x, y. z genommenen partiellen Differentialquotienten 
einer Function Q, die mittelst der Integration eines vollständigen Dillferentials 


durch die Gleichung 


SV. J —— / udc- rdy — wdz 


jestimmt ist, und die der partiellen Differentialgleichung 
31. AD: 
genügt. Das System 1°. wird gleichzeitig in Folge der Gleichungen 7. 
urch die Ausdrücke ?=f, Ps = fi. Pa = fi, Pr >= fi. befriedigt. Es kann 
das besondere Sachverhältniss obwalten. dass in gewissen Theilen der 
Oberfläche S die in 28.) angegebenen supponirten magnetischen Massen « 
verschwinden und nur die supponirten electrischen Ströme bleiben. während 


"heilen der Oberfläche 8 die angegebenen Intensitäten der 


den übrieen 1 
eetrischen Ströme J verschwinden, und nur die magnetischen Massen «’ bleiben. 
Die electrischen Ströme von den Intensiläten J” fallen wegen der Gleichung 
DO von selbst fort. Die Componenten der Wirkung der in Rede stehenden 


tion von maenetischen Massen und elecirischen Strömen sind dann in 


Folze der oben ausgeführten Bemerkungen für einen im Innern von T ge- 
erenen Punkt x, y. 3 beziehungsweise gleich den Grössen «, e, w, dagegen 
ür einen ausserhalb 7 gelegenen Punkt x. y.z, gleich Null. Damit in einem 
[heile 5, von S die magnetischen Massen « verschwinden, muss für jeden 


unkt von SS, die Uleichunz 


+)» > 
+) 2 Hl r unEE _ Ü UNS 7 I Ü OS f  ——— 0) 
’ 


sein. Das heisst, diejenige Richtung. welche mit den Axen r, y, z 


- 


‚ a. R r hi ı 21° 
Winkel bildet. deren eosinüus —— RRNRE WET BEE 


yıu 10 vu—r—w' yviu—r—ır 





nd, muss tangential zu der Fläche S, sein. Wenn dagegen in einem Theile 


S, von S die Intensitäten /” verschwinden sollen, so muss für jeden Punkt 
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von 8, die Proporlion 


39. U:0:W C08 @ : 008,9 :008y 
EN ö # ol) co) oO . - k 
befriedigt sein. Weil nın x = ‚vt=—, u= ist. so zieht die Dii- 
or Cy O2 


ierenlialgleichung der Fläche cosadır-+ cospdy+cosyds=0 die Gleichung 
dO =Ö nach sich. Daher muss in den zusammenhängenden Theilen S, von S 
die Function Q, welche wegen (31.) eine Potentialfunetion ist. einen constanten 
Werth haben, oder diese Theile müssen mit Niveauflächen der Potentialfunction 
() übereinstimmen. 

Denkt man sich eine Potentialfunetion Q gegeben. so kann ein Raum 
T, dessen Oberfläche aus Theilen von der für S, und 8, charakteristischen Be- 
schaffenheit besteht, wie folgt gefunden werden. Zunächst sind die Linien 
aufzusuchen, welche auf den Niveauflächen von Q überall senkrecht stehen. 
Wenn (x, y,3) ein Punkt einer solchen Linie ist. so haben seine Coordinaten 
das System von Differentialgleichungen zu erfüllen 
eV cd ‚od 


Od C1} US 


34.) dx: dy:dz : 


und eine Lisie. die durch einen gegebenen Punkt hindurchgehen muss. is 
vollständig bestimmt. Jedes Integral AR = const. dieses Systems von Dille- 
rentialgleichungen genügt der unter dem Namen Charakteristik bekannten par- 
tiellen Differentialgleichung 


60 OR , 60 OR CO ER _, 


7 u 
ox 0a oy oy O2 03 


und die Theorie des Jacobischen Multiplicators lehrt. dass aus einem gegebenen 
Integral derselben das zur vollständigen Integration des Systems 34.) erfor- 
derliche zweite Integral durch die Integration eines vollständigen Differentials 
abgeleitet werden kann. Es wird angenommen, dass zwei independente In- 
tegrale von (39.) vorliegen. Wir denken uns nun in einer Niveaulläche 0 A 
eine geschlossene Curve gezogen. in jedem Punkt dieser Curve die so eben be- 
stimmte Linie construirt, und diese sämmtlichen Linien auf einer Seite der Fläche 
0 = A von dieser bis zu einer zweiten Niveauflächke 0 = B genommen. Die 
Totatität der construirten Linien bildet dann eine Fläche, deren Gleichung auf 
die Form D= const. gebracht werden kann, wo die Function 2, für R gesetzt. 
der partiellen Differentialgleichung (35.) genügt, mithin eine Function der bei- 


den independenten Integrale ist. Wenn jetzt der von den Flächen 0 A. 
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0—B, b= const. eingeschlossene Raum so gewählt ist, dass innerhalb des- 


9) © oO . 
selben die Functionen Q, E . a = überall endlich bleiben, so leuchte! 


ein, dass, weil die Fläche = const. den der Fläche S, vorgeschriebenen 
Charakter hat, und die Flächen O0=A und Q=B die den Flächenstücken S, 
vorgeschriebenen Eigenschaften besitzen, der in Rede stehende Raum die an 
den Raum T gestellten Anforderungen erfüllt. 

Aus den Gleichungen (28.) geht hervor, dass die Dichtigkeit der in 
jedem Punkte der Flächen O= A und Q=B zu supponirenden magnetischen 
Belegung erhalten wird, indem man den nach der äusseren Normale genom- 
menen Differentialquotienten der Potentialfunetion Q durch 47 dividirt. Um 
die Vertheilung der electrischen Ströme in der Fläche >= C darzustellen. 
fügen wir zu dieser Function D ein zweites von derselben unabhängiges In- 
tegral &, der Differentialgleichung (35.) hinzu und drücken die Coordinaten 
eines Punktes der Fläche ?=( durch die Functionen QO und 2, aus. Dann 
giebt die Gleichung Q = const. lauter in sich zurücklaufende Linien, und die 
(rleichung 2, = const. solche Linien, die auf den ersteren überall senkrech! 
stehen, und für die das System (34.) befriedigt ist. Bezeichnet man die 
Funetionaldeterminante der Functionen Q, &, D, nach den Variabeln x, y, : 
eenommen, welche unter den bestehenden Verhältnissen nicht verschwinden 
kann, mit D, so hat das Element der Oberfläche >= den Ausdruck 

owN ‚o® oP 
a + N ro + | ) 


— . —— —— dOdP,. und die betreffenden Formeln (28.) gehen. 





wenn man Fi Accente fortlässt. durch eine bekannte Transformation in die 
folgende Gestalt über 














or 1 _ 02 
J a U — Arı D, dOd»\,. 
0% oy ze . 
36. Jay = Ar 2 dP\. 
0% | 
J 31 dl — E 3 —_dOdB,. 


Demnach wird durch je zwei Niveauflächen, in denen der constante Werth 
des Potentials Q um d® verschieden ist, aus der Fläche P=(C ein Elementar- 


streifen herausgeschnitten, in welchem ein electrischer Strom von der Stärke 


do TR ’ 
En Zu Iingiren ist. 
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Für die Potentialfunetion O= x werden die Niveauflächen O = const. 
mit der Ebene der y-z parallele Ebenen, die Flächen $ = const. auf der 
Ebene der y-z senkrecht stehende Cylinderflächen. Alsdann geht das ge- 
fundene Resultat in den von Neumann Bd. 37 dieses Journals pag. 47 angeführten 
Satz über, nach welchem die Wirkung einer von constanten Strömen durch- 
strömten Drahtspirale durch die Wirkung einer magnetischen Belegung ihrer 


beiden Grundflächen ersetzt werden kann. 
Bonn, den 24. Februar 1868. 











Anziehung bei dem Cvlinder dieselbe Rolle spielt wie die Kugelfunction bei 


Die Fourier - Besselsche Function. 
(Von Herrn E. Heine ın Halle.) 


Ss. 1. Ekose Function. welche in der Theorie der Wärme und der 





ist in neuerer Zeit mehrfach behandelt worden: namentlich ist die 
von Neumann hervorzuheben. der für sie ein Theorem entdeckte * 
dem Additionstheoreme für die Kugelfunction. Die Analogie der Sätze 


wie sich zeigen wird ($$ 3. 4). aus dem Umstande. dass diese 


Onlinde rfunction ”*)\ eine Grenze der Kugelfunetion erster und zweiter Art ist: 


us ihm entspringt die Möglichkeit einer einheitlichen Behandlung beider Arten 


Funelionen ($$. 3. 5. 6). Von dieser Bemerkung ausgehend findet man 


rollständige Integral der Differentialgleichung für die Cylinderfunetion in 


neuen Form (88. ». 9). welche die bisher bei den Aufgaben über das 


Potential eines Cvlinders benutzte mit Vortheil ersetzen wird +) ($.7). welche 


$.9) für die Riceatische Gleichung eine in allen Fällen brauchbare 


allgemeine Lösung von besonders einfacher Gestalt verschafft +). Mit deı 


Uvlinderfunetion verbinde ich zur Abrundung eine verwandte Funclion, die 


, - a, y . . ı y . y . 
man uen Nan en | Yin teriunction gebrauchen, wenn man nıcht eıne Benennun 





Carl Neumann, Theorie der Besselschen Functionen. Leipzig, 1867: $. 22. 
En 


Formel 31 und 32. Unter dem Additionstheoreme für die Kurelfunetion ver 
die Entwickelung dieser Function von dem Üosinus einer Seite im sphäri- 


. 1 , - - l 1 ] . Fr = 1 ’ı 
' nai Cosinus der Vieltachen des gerenüberlierenden Winkels. Ct. 
hugeltunetionen S.6bi und S. iD, Formel 49.) und (22.). 


I , u u 5 tj u . 2 BE 
Da Fourier es war, der die Function einführte und nıcht unwesentliche Eigen- 


rselben entdeckte. so verstösst es wohl. trotz der zweitellosen Bedeutune 
Bessels. zeren den Gebrauch, wenn man sie, wie es ım letzten Decenniun 

Besselsche nennt. Die Eulerschen Interrale. en, ohne Lege ndres 

ungen nicht die Bedeutung zukommen würde, die ihnen jetzt beigelegt wird, 


I. gt ndres Interrale! Ist eine besondere Bezei le ertorderlich, SO 


welche ıhrer Be rd bei den Störunesreehnung n entspricht. 


M. Ei. Bd. 48 dieses Journals: Airecl hhoff; Ueber den indueirten er TE smu 
| 'vlınders etc. Die Integrale daselbst $.5, 8.3653 und 364 und 


370 lassen sich nun direet redueiren, wie man aus der hen Arbeit 
Bekanntlich ist von Petzeal die Riccatische Gleichung schon allgemein durch 


von einfacher ade oelöst worden. Man vere!l. Panel. Integration der 
Ditferentialeleichuneen. Wien. 1853. Erster Band, S. 108. 
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u 


als Grenze der speciellen ZLameschen Function höherer Ordnung zu betrachten 
ist; es ist dieselbe, welche bei der Bestimmung des veränderlichen. von der 
Zeit abhängigen Wärmezustandes der Kugel eine Rolle spielt ($. 8). 

$. 2. Die Cylinderfunetion erster Art entsteht durch Entwickelung von 


e "nach Cosinus der Vielfachen des Winkels f: setzt man 








"aa. fi Li + af, (2 COSY r 2f: / cos 2y m er:, 
so ist bekanntlich 
T 
| fi 6) = —f[e "CcOsmY dy 
y 

| ı) 
u" (1 4! \ 
I7..0@m) 2 TE '2.4.(2m +2)(2m+4) ' /° 


und (— 2)” f,(i#) ist was man RAR Function nennt, und durch J,(®) be- 
zeichnet. Ich verbinde mit dieser Funetion eine andere. nämlich 


I 


\ w„(0) = er. P" (cosy)singpdy 

% \ | « 
| 0" (1- 2 9* \ 
Br 2.8.40 Im -- 1) £° . (2m nt: 2.4.(2m-+3)(2m-+5) ' /? 


R ‘) 


man erkennt aus (2.). dass, bei Ertwickelung von e’“# nach Kugelfunetionen. 
(2m-+1)y,„(6) der Coeffiecient von P”(cosy) wird. 

Differentürt man m Male hintereinander fi, oder w, nach ®, so ent- 
steht respective 

RO"); RO) "w,.(o). 

Den zweiten Gliedern der dreigliedrigen Gleichungen 1.) und \2.) lassen 
sich übereinstimmende Formen geben, indem das zweite Glied von (1.) sich 
bekanntlich durch Jacobis formula transformationis integr. def. *) 


ke T 
Ir (cosp)sin”pdp = 1.3.5... Am) fy (cosy)cosmpdgy 
0 0) 


in 





63 om fe cosyp sin” f dy 
n 1.3...(2m—1) u a 


umgestalten lässt; indem ich eine entsprechende Transformationsformel 


Jr "(cosy)sin”""pdp = 2.4... (2m) [1 (cosg) P" (cosp)singdy 


*) Bd. 15 dieses Journals, S. 3. 
Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 2. 17 
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hinzufüge, verwandle ich das zweite Glied von (2.) in 


Je 
Am f? 
"ERBEN EHEN „008% sin” Hi. do. 
2 2.4... (2m). ar 


In Bezug auf die recurrirende Berechnung der w und f mag die Be- 
merkung Platz finden, dass, wie aus den gemeinsamen Eigenschaften aller 
hypergeometrischen Reihen folgt, w, und f,, die Form Ay, +Bw, und A,fü+Bıfı 
besitzen. wo die A und B bekannt, nämlich ihre wesentlichen Theile die 
Zähler und Nenner des Kettenbruchs sind, in welchen sich w, : w, oder fi: fi 
entwickeln lässt *). 

Im Vorhergehenden war die mit m bezeichnete Grösse, der Natur der 
Sache nach, eine positive ganze Zahl; im Folgenden, mit Ausnahme des letzten 
Paragraphen, behält m diese Bedeutung. 


Es genügt die Function f,(#) der Differentialgleichung 





’ .dyı dy 2 ı RR 
3.) 0 tt (m +6')y Ze 0, 


und w,(6) der ähnlichen 


| a UYy ‚9a W Rp AR 
4) 4 70° + 29 — (m (m +1)+0)y = d®. 


$. 3. Es ist nicht nur, wie Herr Mehler neulich bei Gelegenheit einer 
interessanten Arbeit über die Vertheilung der Electricität **) mit Hülfe einer 


I\ 


’ u a ’ 0 
Reihenentwickelung gefunden hat, J,(#) die Grenze der Kugelfunction P" (cos —) 
n 
für »= x; auch die Grenze der Zugeordneten führt auf Cylinderfunctionen. 
Man findet nämlich sofort als Grenze von 


X ER ) d 
COS — + ?SINn — -COSY dp 
J - +38 „ c05Y ) cosmpdY 


für n= x das Integral 


TU 


fe‘ cos g cos mp dp; 


*) M. vgl. meine Arbeit über Kettenbrüche in diesem Journal Bd. 57, $.3 
Formel (14.) und $.7; ferner Bd. 58, S.90 die Arbeit des Herrn Christoffel, welcher 
dort den Grössen A und B eine besonders elegante Form giebt. Seine Bemerkung, 
dass in ausgeführter Form sich das Verhältniss von %„4ı zu %,„ angeben lasse, gilt 
auch von jedem % selbst, wie aus der erwähnten Formel (14.) folgt. Hierher gehört 
auch die Formel (39.) in der Arbeit des Herrn Bauer über die Coefficienten von Reihen 
von Kugelt. in Bd.56 dieses Journals. 

**) Bd.68 dieses Journals, S. 140. 
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[ferner ist bekanntlich 

I(a-+n 
n"In 

für a= x gleich 1. Beachtet man noch die Festsetzungen über die Zeichen 

im Handb. der Kugelf. $. 23, S. 57, so ergiebt sich aus Formel /38.) im $. 47 


desselben: Der Ausdruck 


Pr (eos) 
| art ne 
convergirt mit wachsendem n zu f„(#). wo 6 positie ist. Entsprechend früheren 
Fesiselzungen nenne ich positiv eine reelle oder complexe Grösse 0, deren 
reeller Theil posilie ist, eine rein imaginäre Grösse 0, wenn sie positiv ima- 
ginär ist. 
Der Werth von f für negative 9 ergiebt sich aus dem für positive # 
vermöge (1.) von selbst. 
Aus der Kueelfunction zweiter Art wird durch den Uebereane zur 
Grenze, vermittelst der Gleichung (45.) im $. 57 des Handbuchs. eine Function. 
welche Cylinderfunction zweiter Art heisse, 


I 
2) r(® = Je “cosmiudu, 


0 


als Grenze von 

In ON 
= 94 (00.0) 
Rn N 7 


I 
sr} 





erhalten. wo wiederum ® positiv ist. In diesem Integrale kann zwar im all- 
semeinen auf reellem Wege integrirt werden: nur wenn # rein imaginär ist. 
muss man von O ins Imaginäre gehen. Bezeichnet g das reell positiv Unend- 
liche, so gehe man von «= 0 im Endlichen auf beliebigem Wege (z. B. bis 





7E » | 

5_ auf der Axe des Imaginären und von dort parallel der Axe des Reellen) 
zt . . . .. . ” . . 

zu a=g—-i. Selbstverständlich lässt sich das Integral in die Summe zweier 


. r * . e ST 
Integrale zerlegen, in denen auf reellem Wege, nämlich von O0 bis — und 


von O bis g, integrirt wird. 
Die Grenze der Differentialgleichung für P/, und 0%, ist 3.).  Be- 
rücksichtigt man, dass (3.) sich durch Vertauschung von # mit —# nicht ändert, 


dass man sich also # darin positiv vorstellen kann, so hat man das Resultat: 
Es sind f„(0) und F,(®) zwei particuläre Integrale von der Differential- 
gleichung (3.) der Cylinderfunction. 
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In ähnlicher Weise findet man, dass w,(6) und 


ym 


.. 


2%) 00 = Je" P" (cosin) sineu du, 
” 
mi . a : EEE 
das Integral wie oben bis g oder 97 BRBOBMER, die Gleichung (4.) in- 


teoriren. 
Man kann direct zeigen, dass die beiden Formeln (1.) oder /2.) den 
(Gleichungen 3.) oder resp. (4.) genügen, indem man nämlich auf den linken 


Seiten von (3.) oder (4.) für y resp. 


d 
. 


f cost n a PN. t 
fe 'cosmgydg, je P"/cosgy,singdy 
einsetzi. wodurch sie respective gleich 
di. — ee ©4 Hsingecosmp—+msinmg). 
? \ 


Z 
„. N m spf De. <ı Im 
b. singe gr dsing F" ) 


werden. und die Grenzen so bestimmt. dass a.) und (b.) verschwinden. Dies 


11 


oeschieht für die reellen Werthe = 0, z, ausserdem für die unendlichen 


Werthe von g, für welche e ‘ verschwindet. d. i.. x gleich iu gesetzt. 
| h in 
die oben angegebenen Werthe @=g, resp. =9——-: 


Dies genügt, um die Function F für alle positiven Werthe von # fest- 
ustellen. und daher. um 3.) für alle # vollständige zu inteeriren: es ist aber 


och eine weitere Einsicht in die Natur des Iniegrais, welches F darstellt. 


Ohne an der Definition zu ändern, kann man den Sprung vermeiden. 


welcher an der oberen Grenze eintrat, wenn der reelle Theil von # ver- 
schwand. den Sprung von g zu g——-: Als obere Grenze in ‘1*., kann 
jeden Werth von x» nehmen. der (a. dadurch zu Null macht. 
ass er Pcosia einen unendlichen positiven reellen Theil giebt. Es sei nun 
Ü # — a Sa —isine), 

' . T i T . . . 
\ sitiv. und @ zwischen — ,- und — genommen ist. Alsdann wird 
i - r I u u Im alla: ıncta nacıfHıv ot un n j 
ein SOlchel ‚erin,. und der alizemeiNnstie poS1t\ e ls uy=g9— arXıt, 

Ep 2 a 4 T . 0 . 

 z eine beliebige reelle, zwischen —— und —- liegende Grösse bezeichnet. 


Man zeigt leicht, dass die Integrale (1*.) für alle diese oberen Grenzen. d.h. 


ie erlaubten Werthe der %, Dasselbe geben wie für 


' s y. # "in & 
{ in witenem 4 [u al 
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die Grenze g, resp. 9— 5 i. Es ist ferner klar, dass, sobald ®cosix für ein 
unendliches « einen positiven reellen Theil besitzt, dieses unendliche x» die 
Form +9+(e@+%)i haben muss. Aehnliches eilt für die Integrale 7. 

$. 4. In den Additionstheoremen der Kugelfunetionen gehe man nun 


zu den Grenzen über. Dazu setze man in der Formel 49.) des Handh. 


P'(zx, - ye—Iyan—1cosy) = (—1j" a, Pi, (2) Pi, (@,)cosmy, 


und in der entsprechenden (52.) 


0° 0° 
z=1+-—., wert. 
en 2n 
wodurch 
723 90-200, cosp-t- 0? 
2 — Ye" | ya—1 cosp = | + — 1_— f tete. 
lt 


wird. Dann entstehen die Sätze des Herrn Neumann: Es ist 


5) hl) = id) HOHEN" Of.) cosmy, 


> 


5%) Fl) = FlOfs()+2EF,(O)f,(0,)eosmy, 


wenn ®, in einem Dreieck die dritte, dem Winkel g gegenüberliegende Seite 
bezeichnet. dessen andere (reelle oder nicht reelle) Seiten 9 und 9, sind. 
d. h. wenn 
0, = Y®— 200, cosp-+ 0: 

und 9, posiliv genommen wird. Der Ausdruck \5*.) setzt voraus, dass 
Mod > ModP9, sei. (CH. $. 6). 

Diesen Ausdrücken lassen sich ähnliche hinzufügen, welche man findet, 
indem man von den speciellen Lameschen Functionen höherer Ordnungen zu den 
Grenzen übergeht”). So erhält man für die dritte Ordnung und erste Arl 


T. 


(6. vh) = S(—1)"2m+1)w,(0)w,. 0) P”(cosy 
wobei man noch bemerken kann, dass ,, ein sehr einfacher Ausdruck. nämlich 
v.(G) = 


ist. Die entsprechenden Gleichungen für noch höhere Ordnunsen dureh Ueber- 


sang zur Grenze aufzusuchen, ist nicht erforderlich; wie die Formeln für die 


*) M. vgl. meine Arbeit über diesen Gegenstand, Bd. 62 dieses Journals. Da ie) 
ın derselben nur die Formeln für dıe erste Art aufstellte, so will ich auch bier. deı 
Kürze halber, den Formeln für die w nicht die entsprechenden für die # hinzufü 

= A Fr 
Die Grösse D (&) ıst Ey ; 


\ 
> 
N 
. 
h 
fi 
\ 
i 
| 
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zweite und dritte Ordnung in der früheren Arbeit die für die höheren durch 
Dillerentiation verschafften. so kann man auch alle hierher gehörigen Resultate 
erhalten. indem man (5.) und (6.) eine ganze Anzahl » Male hintereinander 
nach cos differentiirt. Die Differentialquotienten vom Cosinus der Vielfachen 
von y, resp. von P" (cos) nach cos auf den rechten Seiten dieser Gleichungen 
5.) und 6.) sind. wie man aus Tafel 3 meiner vorher erwähnten Arbeil 
weiss. selbst wieder specielle Lamesche Functionen. Die linken Seiten brauch! 
man nur » Male nach 6, zu differentiiren und mit (—246,)’ zu multiplieiren: 
sie verwandeln sich demnach, gemäss $. 2, resp. in 


TEN 0, 
Fr (5) 


\ach Division durch (#9, auf beiden Seiten erhält man die gesuchten Aus- 
drücke. nämlich die sehr einfachen Entwickelungen von (9) f, ®,) und 
fi 9, nach »°" Differentialquotienten in Bezug aul cosy von den Cosinus 
der Vielfachen von . resp. von den Kugelfunctionen vom Argumente cosyg. 
VI. vel. auch 8.7. No.1. 

$. 5. Die Ableitung der vorstehenden drei Sätze verursacht Weit- 
läufigkeit, wenn der Uebergang zur Grenze mit aller erforderlichen Genauig- 
keit erfolgen soll. Es reichen aber zur Ableitung derselben die Mittel aus. 
welche man bei den entsprechenden Sätzen für die Kugelfunctionen *) an- 
wendet, ja sogar gestaltet sich im vorliegenden Falle Alles viel einfacher als 
dort. so dass man nicht auf dem Umwege über die Kugelfunctionen zu ihnen 
gelangen wird. Herr Neumann entwickelt die Sätze (5.) durch Integration eineı 
partiellen Dilferentialgleichung: hier gebe ich dieselben durch Betrachtung be- 
stimmter Integrale: 

ls lassen sich die Ausdrücke f und F in die Formen 


! 


37 fi 0 Zn fe 0SG + may ds, 


—ı 


u ? 3 | 


2F,, u TER du 


— 04.06 


bringen: beide Integrale gestatten. nach $. 3. nicht nur eine reelle, sondern 


auch eine imaginäre Substitution. d. h. man kann. ohne die Grenzen zu ver- 


*, Handb. d. Kueelf. TI. Theil. 2. Ka 
der imaemären Substitution handeln dor 


S. 74, 75. Ueber die Möglichkeit 
1, 58. 


+ 
IN 
UN 
a 
DD 
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ändern, in den zu integrirenden Functionen statt g oder «x setzen 9-+w oder 
u+®, wo w eine beliebige reelle oder nicht reelle Constante bezeichnet. 
Bei der Substitution im zweiten Integrale muss aber der imaginäre Theil von 


a 

wo absolut < —- sein. 
Setzt man nun für p zuerst 9-+©, dann 9—w und addirt die ent- 
stehenden Ausdrücke, nachdem man sie vorher mit e””"" resp. e”” multiplieir! 


hat. so entsteht 


I 


(2.) 21 f,,(0) cosmw = fe We cosmg dy. 
—ıl 

Auf ähnliche Art erhält man 

(it 


f * Bf nd f* Bcostlu-t-u . 
(9) 2n F,(0)cosmiv = fe “. eosmiu du, 


\ 


ar 


4 


wenn der reelle Theil von öw unter 5 liegt. Die Grenzen + (g—e«i) können. 


‘ 


i h N. 
wie man weiss, entweder mit +9 oder mit Hr = ‘) vertauscht werden. 


Diesen Ausdrücken lassen sich noch ähnliche. z. B. 


\ 


(8.) Anw,(6) P"(cosw) — jr (cosyp)singpdg fe "7 dp, 


hinzufügen, wo 
C08SY = C0SPCOSW+HSINPSINWCOSY, 
gesetzt ist. 
$. 6. Es ist nun leicht, die Formeln (5.) und (6.) zu beweisen. 
1. Zum Beweise von (5.) bilde man aus (7.) die Gleichung 


A TU 


„I 
anf. (0) fer cosmw dw = feosm ydy je +@)—9008W Joy, 
- I 


u u 
Die linke Seite verwandelt sich nach (1.) in 
(—1)"4n" f,(0).f.(0.). 
Den Exponenten auf der rechten Seite transformire man in 
cosw.(dcosp—#,)—sinw.Osinpg = 9,cos(w+w,). 


wo 6, die im $. 4 definirte Grösse, und », einen von & unabhängigen Winkel 


\ 


vorstellt, so dass das innere Integral auf der rechten Seite 


7I 


Te 
erw do = form dw Bee Ir A (6,) 
T 


nd |’ 
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vreh Han hat also 


“rl 


f 1 f A, ine ” Sf: d, cosmY dy, 


len dureh 5.) auseedrückten Satz. 


2. Um ferner (5*.) zu beweisen. setze man iw für »® und #, für # 


n 7. und bilde dann 


T ud : i_ 
27f.(0,) Je" cosmiodo — Jsosmy dp fe u 
< —- 7 — (+0 


Die linke Seite ist nach (1*. 
47/6) F,(#.. 
Der Exponent der rechten Seite 
-Heosin — H,cos p-+ io) 
‚ifenbar für ı +(g—ei einen reellen Theil. der negativ unendlich ist. 
sobald wir zu diesem Zwecke annehmen. dass Mod# > Mod#, ist. Ferner 


derselbe Exponent 


i 


cosiw. #—#,cosg, — siniw.d, sing 
Form —M,cos iw—w, . Wo ®, von & unabhängig ist, also. in Folge der 
Bemerkung am Schlusse des $.3. auch die Form —#,cosiu, wenn » die Werthe 
von -y i) bis -(g— 7 i) durchläuft, wenn ferner «, für #, die 


Bedeutung hat, welche « für #, und z dieselbe Bedeutung wie im $.3. Da 


os — a 

\ n nnerie In eoral eleich 
fer du = 2F,0 
so Ist auch die Uleichuns 'D”.) bewiesen. 


3. Aus 8. beweist man die Gleichung (6.'. indem man zunächst 


lı 1 f P' cosw sınwdeo =/P cosy sing dy [ag fe 7sino de 


tet. Die linke Seite ist (—1.”.87w,(# w,(8,). Der Exponent auf der 
Seite giebt aufgelöst 
HCOosg — B .cosw—#sın } ‚SINWCOSY,. 


\ass das innere Doppelintegral. nach einem bekannten Satze von Poisson, sich in 


27 /e “smodo = 47 w,($, 


\ 
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.. 
_. 


verwandelt. Die so entstandene Gleichung 


| "‚2y.(0,) fw 9,\ Pr cosg sin ( dı 
stimmt mil (6.) überein. 


$. €. Die im Eingang ($. 1) erwähnten. in einer Abhandlung von 
Herrn ÄAirchhoff Bd. 48 dieses Journals vorkommenden Integrale lassen sich mil 
Hülfe der neuen Form der Cylinderfunetion in elliptische Integrale verwandeln 


f}J 


Nach ÄKörchhoffs Bezeichnung ist P,(- was hier eleich 


+) } ‘) _. np 
2.4...(2m)0"f,(0 
gesetzt wird; vergleicht man die dort O genannte Grösse für unendliche Werth 


von 0 mit F, so sieht man. dass dort die Gleichune 
/)? 
0,7) Img 
IV [1 ’ J l 


stattfindet. Den Werth von Q bei unendlichem % findet man dazu aus der 
von Herrn Airckhoff S. 354 angegebenen Reihe für QO: den Werth von F für 
unendliche 9 erhält man, indem man e’F(#) nach der Methode behandelt. durch 
welche Laplace die Grenze solcher Ausdrücke findet. welche unter dem In- 
tegralzeichen wachsende Exponenten haben. 

I. Das Integral, welches bei Kirchhoff auf S. 370 vorkommt, lässt 


sich sofort auf 


Y. 
X = /F,(nr) (ns) cosnrdn 
N 


zurückführen, wo r, s, x, n reelle Grössen vorstellen. Nun ist nach 1“ 


T. T. 


2; i | 
AF,(r)F,(s) = Se“ su5cosev) de. | 


— 0 —T 
Setzt man e=a+z, so steht im Exponenten 
— (r-+8C08i3) c08 ia 4 ssin?z sin iu, 
welches auf die Form —ocosi(a-+) gebracht werden kann, wo 


0 = r+Örscosis-+s, 


\ 


und wo w eine reelle Grösse wird. Man hat daher 


I. I 

4F,(r)F,(s) = [ds fe gcosiu Ip 
al pr j 
oder 

A. 

AX = f 43 [au fe" cosna dn. 
ER — X 0 
Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 2. 15 | 
ä 
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Das innere Integral nach » lässt sich ausführen und giebt 
008 ıu Be 6 / 1 1 ) 
z’+o’co’u 2 \c+ gicosiu 2 — gicosiu 
Bekanntlich ist (M. vgl. Handb. d. K. S. 95. $. 38. No. 3) 
. du 2 + x Ip? Zu . 
f. pres  —— (log £ + 27 i). 
J Tgrcosiu Yxo’+o’ 0 
also findet man schliesslich 
nf‘ dz 


X\= — - 


> 3 FI = 
a ur u ® oe er © >} en x - 








2. Das Integral auf S. 364, auf welches sich das von 5.363 zurück- 
führen lässt, ist 


‘eo 
Y— 2/ fur) F,(ns) cosnx dn, 
0 


in dem s>>r vorausgesetzt wird. Zur Reduction braucht man nicht das 
Produet fu(r)F,(s) in der Art zu transformiren, wie es eben mit F,(r) F,(s 
veschah, da man bereits aus ($*.) weiss, dass 


vr, F,(s) = — /Ex@ dp 


ist. wenn man jetzt 
0 = rF—Mscosy+s° 
macht. Hierdurch wird 


L ve. 


du fer“ cosnz dn 


) (0) 


70 
any = 2fde 
00 





T 00 
f' "908 1ıu 
= 2/ ap FE du, 
. J 20 rg'cos iu 


und wenn man, wie in No. 1, die Integration nach « ausführt. 


zu 


i LE d 
Y= /- z nA —,» 
n } x” + r +s— 2rscosp 


0 











wie Herr Kirchhoff gefunden hat. 
$. 8. Es führen bekanntlich Fragen der mathematischen Physik aul 
die partielle Differentialgleichung 





oV ’ . OU . DE. FE 
BE a I) > A) I n : er rZ > “ 
ol ox° + oy’ * 02° 


deren Integration man auf die von 


IJU+KU = 0 
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zurückführt, wenn %k eine Constante vorstellt. Inteerale derselben sind. wie 

aus Herrn Neumanns Bemerkungen *) folgt, y,(kgi) und 7, koi), wenn o die 

Entfernung des unbestimmten Punktes z, y, 3 von einem festen Punkte vorstellt: 

daher sind, wenn man die Werthe jener Functionen ($. 4) berücksichtigt. 
sinko coshg 


Er 


0 0 
N N 


ebenfalls Integrale. 
» ]j N t ic} fü u. ] u R il Re: " Z . . 1 
bedient man sich für w, der Reihenentwickelung (6.) im 8.4. (oder 


für 7, einer ähnlichen). indem man dort ko für 6, selzt. so kürzt man den 


aM 
wi 


Wee ab. auf dem man nach Poisson ) den von der Zeit abhäneieen Wärme- 
zustand der Kugel findet. und kann die Aufgabe für die Beweerune der Wärme 
analog der des Gleichgewichts behandeln. 

$. 9. Die Differentialgleichung (3.) der Cvlinderfunetion ist im Vorher- 
sehenden für alle ganzen Werthe der Zahl » durch 


T Y. 


= a fer cosmydy +Bfe”  cosmin du 


0) 0 


vollständig integrirt worden, wenn « und 5 willkürliche Constante vorstellen. 
Aus den Ausdrücken (a.) und (b.) des $.3 sieht man sofort, dass zwar der 
mit ;> multiplieirte Theil noch ein Integral von (3.) bleibt, wenn m aufhört 
ganz zu sein, nicht aber der Factor von «, obgleich er einen endlichen Werth 
behält. Soll m eine ralionale Zahl mit dem Nenner 7 vorstellen, so wird 
dasselbe Integral, von O aber bis yrı genommen, noch (3.) genügen. In allen 
Fällen kann man die vorstehenden beiden particulären Integrale durch 
I %. 


9” e 2° sin” Y dp, 9" e” Bcosiu sin” iu du 


0 0 


ersetzen, wenn m die positive Wurzel aus der reellen oder imaginären Zahl 


*) Neumann, Theorie der Besselschen Functionen, $. 22, 8.59 u.60. Hlerrn Neu- 
manns Untersuchungen beziehen sich zwar nicht auf drei, sondern auf zwei Verän- 
derliche, und daher nicht auf die w, sondern auf die f. Wenn man noch mehr Ver- 
änderliche als drei hat, so muss man anstatt f, und w, ihre vielfachen Differential- 
quotienten nach dem (Juadrate des Arguments setzen (M. vgl. hier $$. 2 und 4). 


an 
)2V 





° u . 5 © . . r Y U .. 
Aehnlich verhält es sich mit gr = AV, der ein Potential V = en renügt, wenn, 
o 


wie im Liouvilleschen Journal S. II, T. XII, 1867, S. 104, « eine Function von t-+g 
bezeichnet. 
*#) Poisson, T’h&orie math&matique de la chaleur. Paris, 1835, $.169, 5.369 u. 371. 


18 * 
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m’ bezeichnet. Es giebt nämlich 


€ 1A sin”odg, 


statt y in die linke Seite von (3.) eingesetzt, absolut 





m „—dcusg I 2m-+1 
0" sin", 





welches für g=0. n und für ein unendliches g verschwindet. Man hat also 
das Resultat: Wird das vollständige Integral der Differentialgleichung (3.) 


d’y dy 


+9 ——-— (m+0)y = 0 


6 do? do 


durch |m:#)| bezeichnet, so ist 


I L 
g, Im; 0] = 0" (@ Je sin” g dp+ B fe" sin” iu du). 
0 0 


wo rechts unter O0 und m die positiven Wurzeln aus 6° und m’ verstanden 
werden. Als obere Grenze » des zweiten Integrals kann man ($. 3), wenn 


: ’ r . LT. s en 
B rein imaginär ist, g—-—-t, in allen andern Fällen g nehmen, wo g das 


reell Unendliche vorstellt. Die particuläre Lösung, welche mit  multiplieirt 
st, kann man immer mil 


L 


Je" eosmiu du, 
0 
die mit «@ multiplieirte, für rationale Werthe von m, mit 


ya 


Je I ecosmgypdg 


(0) 
vertauschen, wenn ym eine ganze positive Zahl ist. 
Die Fticcatische Gleichung lässt sich bekanntlich auf die Form bringen 
dU 
dc 





+U’-ar" = (0, 


wo «und « ganz beliebige, reelle oder nicht reelle Grössen vorstellen. Man 
weiss, dass die Integration dieser Gleichung auf das Auffinden des vollstän- 
digen Integrales der Gleichung 

d’z 


10.) —r-arz = 0 
dx 


rodueirt wird. (Euler, Institutiones calc. integr. Vol. I., Sect. I., Cap. VII., 
problema 120 u. 121). Diese lässt sich durch Substitution auf die Gleichung 


3. der Cylinderfunetion zurückführen, und man erhält dann als allgemeines 
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Integral von (10.) 


[A 


Ä 1 2a 232 
— } 2 +——; Fr A 3 
a are", 


wenn das Vorzeichen + so verstanden wird, dass +(w-+-2) positiv ist. und 


a diejenige Wurzel aus a’ vorstellt, welche 








| positiv macht. 


192 

Indem man durch ganz bekannte Methoden die Grenze aufsucht, der 
dieser Ausdruck für «+2 = 0 zustrebt, erhält man das Integral auch für diesen 
Fall, in welchem die Gleichung (10.), wie man weiss, zwei Potenzen von « 


zu particulären Lösungen hat. 


Halle. im Juni 1868. 
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Ueber die Flächen vierter Ordnung, welche eine 
Doppelcurve zweiten Grades besitzen. 
(Von Herrn A. Clebsch in Giessen.) 


I. Definition der zu betrachtenden Fläche: Anzahl der auf ihr liegenden 


“fr 


(feraden. 


1 Je Oberflächen dritter Ordnung lassen sich so darstellen. dass die 
Coordinaten eines beweglichen Punktes der Fläche Funetionen dritter Ordnung 
von drei homogen auftretenden Parametern sind, welche für sechs Werth- 
systeme dieser Parameter gleichzeitig verschwinden. Sie werden daher auf 
einer Ebene eindeutig so abgebildet. dass die ebenen Schnitte sich als Curven 
dritter Ordnung darstellen, welche sechs Punkte, die Abbildungen von sechs 
sich nieht schneidenden Geraden, gemein haben. 

Indem man zu denjenigen Oberflächen übergeht, deren Coordinaten sich 


ebenfalls durch Functionen dritter Ordnung darstellen: 


» en r/B 251 

0, — fi sıs2S3)» 

N ; \o:; = f»(Sı52$3), 
Ki _ EB EER\ 
0% = h(Sı5253), 

02, = h&&): 


welche aber nur für fünf Werthsysteme der 5 gleichzeitig verschwinden, sieht 
man zunächst. dass diese Flächen von der vierten Ordnung sein müssen. 
Jeder ebene Schnitt dieser Flächen vierter Ordnung ist also eine Curve vierter 
Ordnung. welche sich als Curve dritter Ordnung eindeutig abbilden lässt. 
Jede derselben muss daher dem Geschlechte p= 1 angehören, muss also 
zwei Doppelpunkte besitzen. Daher hat die Fläche nothwendig eine Doppel- 
eurve zweiter Ordnung. 

Es ist ausserdem leicht zu sehen, dass die durch die Gleichungen (1.) 
dargestellte Fläche nur eine endliche Anzahl von geraden Linien besitzt, also 
lieine windschiefe Fläche ist. Es folgt daraus, dass die Doppelcurve ein 
Kegelschnitt ist, da zwei sich nicht schneidende Gerade als Doppelcurve einer 
Fläche vierter Ordnung nur bei einer windschiefen Fläche auftreten können. 
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Um die auf der Fläche liegenden Geraden zu finden. untersuche ich 
die Ordnung der Raumcurve, welche einer beliebig in der Abbildungsebene 
gegebenen Curve m“ Ordnung entspricht. Die fünf allen Abbildungen ebener 
Schnitte gemeinsamen Fundamentalpunkte sind selbst Bilder von fünf sich nicht 
schneidenden Geraden, die auf der Oberfläche liegen. Geht nun die gegebene 


_ 


ebene Curve beziehungsweise &,, &%,... «mal durch diese fünf Punkte. so 
wird sie von der Abbildung eines ebenen Schnittes (@,+&-+---+«,)mal in 


diesen Punkten getroffen, was einen Schnitt der entsprechenden Raumeurven 
nicht anzeigt; eine Ebene oder eine ebene Schnitteurve der Fläche trifft also 
die der gegebenen ebenen Curve entsprechende Raumeurve nur in 

N = 3n—- a 
Punkten und dies ist die Ordnung der Raumeurve *). 

Soll diese Zahl gleich 1 sein, also die Raumceurve in eine Gerade 
übergehen, so darf offenbar keine der Zahlen « grösser als 1 sein, da sie die 
Anzahl von Begegnungen zwischen der Raumeurve und einer der fünf Fun- 
damentalgeraden bedeutet. Also ist Ze 5. und es kann also nur » = 1 
oder n=2 sein. Im zweiten Fall wird das Bild einer Geraden der durch 
die fünf Fundamentalpunkte gelegte Kegelschnitt, im ersten Fall erhält man 
die zehn Verbindungslinien der Fundamentalpunkte. 

Die betrachtete Oberfläche enthält daher sechzehn Gerade, indem man 
voraussetzt, dass von den fünf Fundamentalpunkten der Bildebene nicht drei 
in einer Geraden liegen. 


*) Die Formeln für die Singularitäten der Raumcurve sind, wenn die ebene 
Curve noch ausserdem d Doppelpunkte und r Rückkehrpunkte enthält, wie bei den 
Flächen dritter Ordnung (vgl. Bd.65 dieses Journals p. 364): 

N=3n— 2a, 
R=n(n+3)—?2d—3r— 2a(e +1), 
K = 3n’—6d— 8r — 3a’, 





Br, 
A = bn (n— 1) — 12d — 15r — 220 (3a —1), 
„orte, seh), 

und für den vollständigen Durchschnitt mit einer Fläche mter Ordnung: 
N = 4m, 


R = 4dm(m +1) — 2d — Ir, 

K = 12m’— 6d — Br, 

B=r, 

A = 8m (3m — 1) — 12d — 15r, 
p = Zm’— 2m +1 —d—r. 
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Oben ist nachgewiesen, dass die untersuchte Fläche eine Fläche 
vierter Ordnung mit einem ebenen Kegelschnitt als Doppelcurve ist. Dass 
sie auch die allgemeinste Fläche dieser Art ist, wird weiter unten gezeigt 


werden. 





$. 2. Gruppirungen der Geraden. 


Bezeichnen wir durch 1, 2, 3, 4, 5 die gegebenen Fundamentalpunkte. 
durch 6, 7. 8. 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 die Verbindungsgeraden 1.2; 1,3: 


1.4: 1.5; 2,3; 2.4; 2.5; 3.4; 3,5; 4,9; durch 16 den durch 1, 2,...5 
seleeten Kegelschnitt. Zwischen den 16 durch diese Gebilde dargestellten (Hl 


Geraden finden folgende Beziehungen statt. 
Jede der sechzehn Geraden wird von fünf andern geschnitten, welche 
einander nicht schneiden. Die Geraden, welche auf diese Weise den ver- 


schiedenen sechzehn Geraden zugeordnet werden, sind: 


Dr rs 9) 1,5, 10, 11, 13 

2) 6, 10, 11, 12, 16 10) 9,8, 59, 15 

3) RR I Eh Ur MP SE MEET 

1 4) 8, 11, 13, 15, 16 Be) 18 
199, 16 19, 13, 6,9, 
[9 1. 2. 13, 14, 15 14) 3,5, 6, 811 
DEE I. HRS 15) 4,5, 6, 7, 10 

Ss) 1, 4, 10, 12, 14 w 1,2, 8,4 5. 


Da. wie sich unlen zeigen wird, diese Geraden einander völlig coordinirt sind, 
so erkennt man, dass die in Rede stehende Abbildung der Fläche auf sechzehn 
verschiedene Arten vor sich gehen kann, wobei immer eine der Geraden sich 
als Kegelschnitt abbildet, und die in obiger Tabelle neben ihr befindlichen die 
Ausnahmepunkte liefern. 
Die Tafel (1.) liefert vierzig Paare von sich schneidenden Geraden: 
1,6 26 3,7 48 59 6,13 715 9,11 
\1.7 2.10 310 411 5.12 6.14 810 9,13 
(I.) 1.5 2,11 313 413 5.14 6,15 8,12 10,15 
[1.9 2,12 3,14 4,15 515 7,11 814 11,14 
1.16 2,16 3.16 4,16 5.16 7.12 9.10 12,13; 


die Ebenen derselben sind die dreifach berührenden Tangentenebenen der Fläche. 
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Nehmen wir ein beliebiges dieser Paare heraus und eine dritte Gerade. 
welche eine Gerade des Paars schneidet. so existirt immer noch eine Gerade. 
welehe sowohl! die andere Gerade des Paars als die dritte Gerade schneidet. 
Es setzen sich so 40.4 mal zwei Paare zu einem windschiefen Viereck zu- 
sammen: dabei aber tritt jedes windschiefe Viereck viermal auf. und es 
siebt also im Ganzen vierzig aus den sechzehn Geraden gebildete windschiefe 


Vierecke: 


1, 6,15, 7; 1, 6,14, 8; 1, 6,13, 9; 1,6, 2,16; 1,7,12, 8; 1, 7,11, 9; 1, 73,16: 1, 8.10, 9: 
1, 8, 4,16; 1, 9, 5,16; 2, 6,15,10; 2,6,14.11; 2,6,13,12; 2,10, 3,16: 2,10,8.12: 2,10, 9,11; 
III.) 2,11, 4,16; 2,11, 7,12; 2,12, 5,16; 3,7,11,14; 3,7,12,13; 3, 7,15,10; 3,10,9,13; 3,10, 8,14; 
B.13, 6,14; 3,13, 4,16; 3,14, 5,16; 4,8,14,11; 4,8,12,13; 4, 8,10,15: 4,11,9,13: 4,11, 7.15: 
4,13, 6,15; 4,15, 5,16; 5, 9,13,12; 5,9,11,14; 5,9,10,15; 5,12, 8,14; 5,12,7,15: 5.14, 6.15. 


Dagegen gehören zu jedem Paar drei andere, welche dasselbe nicht 
schneiden; diese drei anderen schneiden sich unter einander ebenfalls nicht. 
Die vierzig Paare (1.) zerfallen daher in zehn Gruppen zu vier, dergestalt, 
dass vier Paare einer Gruppe einander nicht schneiden: und diese zehn Gruppen 
zerfallen wieder in fünfmal zwei solche conjugirte Gruppen, welche zusammen 
alle sechzehn Geraden enthalten. 

Man findet daher folgende Tafel, in welcher die Paare (I.) gruppen- 
weise geordnet. und zwei conjugirte Gruppen horizontal neben einander ge- 


stellt sind: 


‚2,6: 3.7; 4,8; 59. 1.16: 10,15; 11.14; 12.13. 
11.6; 3.10: 4.11: 5.12. 2.16: 7.15: 8.14: 9.13. 
(IV.) (1,7: 2,10; 4,13; 5,14. 3.16: 6.15: 8.12: 9,11. 
11,8: 2.11; 3.13; 5.15. 4.16: 6,14; 7.12: 9.10. 
1,9; 2,12: 3.14; 4,15. 5.16: 6.13; 7.11: 8.10. 


Diese Tafel ist vorzugsweise von Wichtigkeit, weil sie lehrt. dass die 
Gleichung sechzehnten Grades, von welcher die sechzehn Geraden der Ober- 
fläche abhängen, mit Hülfe einer Gleichung fünften Grades gelöst wird. Diese 
Gleichung, welche die fünf Paare von Gruppen (IV.) liefert. ist keine andere. 
als diejenige, mit deren Hülfe Herr Kummer die fünf Kegel zweiter Ordnung 
erhalten hat, deren Seiten die fragliche Fläche doppelt berühren *). 


*) Sitzung der Berl. Acad. vom 16. Juli 1863. 


Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 2. 19 
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S. 3. Kegelschnittschaaren, welche auf der Fläche liegen. 


Man wird hierauf geführt, indem man die auf der Fläche liegenden 
Kegelschnitte betrachtet. Soll eine Curve »'® Ordnung der Bildebene einen 
Keeelschnitt darstellen, so muss 

N = d3n—- 2a 

oleich 2 sein, während zugleich keine der Zahlen « den Werth 2 übersteigen 
darf. Man kann daher versuchen, » gleich 4, 3. 2, 1 zu seizen. Für n = 4 
müssten sämmtliche «@ gleich zwei sein; daher müsste die Abbildung des 
Kegelschnitts eine Curve vierter Ordnung mit sechs Doppelpunkten sein, was 
nicht möglich ist. Für »=3 müsste Fe —=7 sein, daher mindestens zwei 
der « grösser als 1, und man erhielte eine Curve dritter Ordnung mit zwei 
Doppelpunkten. Es bleibt also nur übrig: 

I) »„=2, ein « gleich O0, die übrigen 1. 

2) n=1, ein « gleich 1, die übrigen 0. 
Han erhält also zehn Schaaren von Keygelschnitten; fünf derselben bilden sich 
«ls Kegelschnittschaaren ab, die je vier der Fundamentalpunkte zu gemeinschaft- 
lichen Schnittpunkten haben; die fünf anderen als Strahlbüschel, deren Scheitel 
in den Fundamentalpunkten liegen. Unter ihnen sind als conjugirt zu betrachten 
zwei Schaaren, deren eine vier Punkte zu Grundpunkten, und deren andere 
den fünften Punkt zum Büschelscheitel hat. 

Dass diese Kegelschnittschaaren wirklich exisliren, zeigt sich auf fol- 
oende Art. Jeder ebene Schnitt der Oberfläche wird abgebildet durch eine 


Curve dritter Ordnung, deren Gleichung ist: 


ufıt ufe+ u, + Wfı = VÖ. 
Ist nun pfı+PpY: =O das Büschel von Kegelschnitten mit vier von den 
"undamentalpunkten zu Grundpunkten, q,4,+ 9:4, = 0 das Büschel von Geraden, 
welches den fünften Punkt zum Scheitel hat, so kann man die Parameter «, 
p. q so bestimmen, dass identisch 
uf, = (Pr MP +PpY:)(yaı + 9:02). 

Denn da diese Gleichung für die fünf Fundamentalpunkte bereits besteht. so 
braucht sie. um identisch zu sein, nur noch für fünf beliebig gewählte Punkte 
erfüllt zu werden. Setzt man diese Gleichungen an, so hat man sechs Glei- 
chungen. in welchen man die p oder die q beliebig wählen darf, und welche 


dann die andern Unbekannten auf lineare Weise bestimmen. 
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Jeder Kegelschnitt eines der Kegelschnittbüschel vereinigt sich also mit 
einer Geraden des conjugirten Strahlbüschels zur Abbildung eines in zwei 
Kegelschnitte zerfallenden ebenen Schnittes der Fläche. 

Die zehn Kegelschnittschaaren der Fläche vereinigen sich auf diese 
Weise zu den Schnitteurven der fünf Schaaren doppelt berührender Ebenen. 
welche nach Herrn Kummer die Tangentenebenen der doppeltberührenden 
Kegel sind. Und zwar lehrt die Tafel (IV.): 

Die Kegelschnittschaaren, in welchen die Tangentenebenen eines doppelt- 
berührenden Kegels die Fläche schneiden, haben die Eigenschaft, dass immer 
die Kegelschnitte einer Schaar die Geraden einer Gruppe (IV.) treffen, und 
die Paare der conjugirten Geraden unter sich als specielle Kegelschnitte ent- 
halten, während umgekehrt die Kegelschnitte der andern Schaar die letzteren 
treffen und die aus den ersten gebildeten Paare enthalten. 

Man bemerkt, wie hiebei die in conjugirten Schaaren zu Geradenpaaren 
ausartenden Kegelschnitte sich zu den windschiefen Vierecken (I1l.) zusammen- 
seizen, deren jedes aber bei zwei verschiedenen Kegeln auftritt. 

In der Tafel (IV.) sind die fünf Gruppen links in den Strahlbüscheln 
enthalten, welche beziehungsweise 1, 2, 3. 4. 5 zu Scheiteln haben. die 
Gruppen rechts in den entsprechenden Kegelschnittbüscheln. 


Ss. 4. Abbildung der Doppelcurve. 


Die Doppeleurve selbst ist der einzige ebene Schnitt der Oberfläche. 
welcher nicht eindeutig abgebildet wird. Da sie durch den Schnitt der Ober- 
fläche mit einer bestimmten Ebene erhalten wird. so muss ihre Abbildung eine 
Curve des Systems dritter Ordnung 

Zuf, = 0 
sein; die Punkte dieser Curve entsprechen paarweise den Punkten der Doppel- 
curve. Sehen wir. wie man diese besondere Curve des Systems erhalten kann. 

(sehen wir von dem Kegelschnitt 16 aus, welcher die bei der Abbil- 
dung bevorzugte Gerade der Fläche repräsentirt. Durch diese Gerade kann 
man unendlich viele Ebenen legen; jede schneidet die Fläche noch in einer 
Curve dritter Ordnung, welche den mit dem Schnittpunkt der (Geraden und 
der Doppelcurve vereinigten Punkt enthält und ausserdem einen Doppelpunk! 
dort hat. wo die Schnittebene der Doppeleurve zum zweiten Male begegnet. 
Die Abbildung dieser Curve muss, da sie mit dem Bilde der Geraden, den: 

19 * 
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Keeelschnitt 16. eine Curve dritter Ordnung ausmacht, eine Gerade sein; und 
zwar eine Gerade. die durch einen bestimmten Punkt P der Bildebene geht, 
welche dem mit dem Schnittpunkt der Geraden 16 und der Doppelceurve ver- 































einigten Punkte der Fläche entspricht. Das Büschel von Curven dritter Ord- 
nung. das auf der Fläche durch den Ebenenbüschel entsteht, welcher die 
Gerade 16 zur Axe hat, bildet sich also als Strahlbüschel ab, welches den 
Punkt P zum Scheitel hat. 

Um den Punkt P zunächst zu, finden, verfahre ich folgendermassen. 

Die Parameter « des Ausdrucks Iu,f, bestimme ich so, dass die Curve 
Bu oO 
noch durch zwei weitere Punkte des Kegelschnitts 16 geht, was zwei lineare 
Bedingungen für die « ergiebt, also zwei derselben linear durch die übrigen 
oder durch irgend zwei Grössen 4, u ausdrücken lässt. Die Curve (2.) ent- 
hält dann den Kegelschnitt 16 ganz, und nimmt also die Form an 
p.(ka+ ub) = $, 
wo a, b lineare Ausdrücke sind. Das Büschel da+r.b=0O ist also die Ab- 
bildung der Curven dritter Ordnung. in welchen die durch die Gerade 16 
oeleeten Ebenen die Fläche noch schneiden; und der Scheitel des Büschels, 
a—=0, b=0, ist der Punkt P. 

Auf jedem Strahle dieses Büschels liegen zwei Punkte Q, 0’, deren 
Vereinigung den Doppelpunkt der betreffenden Curve dritter Ordnung reprä- 
sentirt. Der Ort dieser Punktepaare ist die Abbildung der Doppelcurve. 
Nehmen wir irgend zwei Paare Q, Q'. Durch die entsprechenden beiden 
Punkte der Doppeleurve lässt sich ein Büschel von Ebenen legen. Daher 
missen je zwei Punktepaare Q, Q' mit den Fundamentalpunkten zusammen 
ein System von neun Punkten bilden, durch welches sich unendlich viele Curven 
dritter Ordnung, und zwar Curven des Systems IZu,f;, = 0. legen lassen. 

Ich suche jetzt den Punkt P’ auf dem Kegelschnitt 16. welcher der 
Abbildung der Doppelcurve angehört. welcher also den auf der Geraden 16 
liegenden Punkt der Doppeleurve repräsentirt und sich auf der Fläche mit 
dem durch P repräsentirten Punkte vereinigt. Von den vier gegebenen Grund- 
curven fs; = können wir zwei durch 

9.a=V), 9g.b=V0V 
ersetzen; irgend zwei andere Combinationen des Systems Zwf;=0 seien 
v—=0. 2=0. Damit die Punkte P, P’ denselben Punkt x des Raumes re- 
präsentiren, müssen die Werthe von y.a, w.b, w und % dieselben Verhält- 
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nisse haben. ob man sie für P’ oder für P bildet. Bezeichnet man die Werthe 
für den bekannten Punkt / durch den angehängten Index 0. so hat man dem- 
nach zur Bestimmung von P’ die Gleichungen 
—=d, vom =». 

Sie stellen einen Kegelschnitt und eine Curve dritter Ordnung dar. welche 
ausser den Fundamentalpunkten sich nur noch in dem gesuchten Punkte durch- 
schneiden. 

Für die Abbildung der Doppeleurve liefert dies nicht nur den weiteren 
Punkt P’, sondern auch eine Tangente. Denn da jede durch P gehende Linie 
die Abbildung der Doppelcurve in zwei zusammengehörigen Punkten schneidet, 
auf der Geraden PP’ aber P selbst einer dieser Punkte ist. so muss die 
Gerade PP’ bei P zwei unendlich nahe Punkte enthalten. also die Abbildune 
der Doppeleurve in P° berühren. So sind jetzt acht Punkte dieser Curve 
bestimmt. 

Dieselbe geht demnach noch durch einen bestimmten neunten Punkt 
Da der Curve zwei an /P unendlich nahe Punkte von PP’ gehören. so müssen 
auf ihr auch zwei an /” unendlich nahe, jenen entsprechende Punkte liegen, 
d.h. es muss ihre Tangente in ? gegeben sein. In der That ist die Curve, 
welche aus = 0 und der Geraden PP’ besteht, nichts anderes als die Ab- 
bildung des ebenen Schnitts der Tangentenebene der Oberlläche in P’, d. h. 
derjenigen Tangentenebene der Doppelcurve, welche die Gerade 16 enthält. 
Die andere Tangentenebene, welche in demselben Punkte der Doppeleurve 
möglich ist, und welche sich mit jener in einer Tangente der Doppeleurve 
schneidet. bildet sich als Curve dritter Ordnung ab. welche durch die Fun- 
damentalpunkte so wie durch P’ geht und in P einen Doppelpunkt hat. Die 
Gleichung der Abbildung findet man sofort, indem man die Parameter « der 
Curve Zu,f; =0 so bestimmt, dass die Dillerenlialquotienten derselben im 
Punkte P verschwinden. Die so erhaltene Curve bildet mit der Combination 
von g9=0 und PP’ das Büschel von Curven dritter Ordnung. welchem die 
Abbildung der Doppeleurve angehört, und die Tangente der eben erwähnten 
Curve im Punkte P’ giebt also auch die Tangente für die Abbildung der 
Doppelecurve. 

Einen letzten Punkt zur Bestimmung der Abbildung der Doppeleurve 
kann man auf mannigfache Weise finden. Man kann nämlich ebenso wie das 
Punktepaar PP’ andere Punktepaare finden, welche sich zu andern Geraden 


verhalten wie jenes zu der Geraden 16. Wird eine Gerade der Fläche durch 
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eine Gerade abeebildet. so sind die Gurven dritter Ordnung, welche sie zu 
einem vollständigen ebenen Schnitte ergänzen, in der Abbildung Kegelschnitte 
durch die drei Fundamentalpunkte, welche dem Bilde der Geraden nicht an- 
oehören. Man erhält sie. wenn man die Curve Ia,f;, =0 zwingt, durch noch 
zwei Punkte auf der Verbindungslinie zweier Fundamentalpunkte zu gehen. 
was zwei lineare Bedingungen zwischen den «# giebt. Aus der Gleichung 
>a,f, 0 sondert sich dann ein linearer Factor ab. und es bleibt die Glei- 
chung eines Kegelschnittbüschels übrig. Daher durchschneiden diese Kegel- 
schnitte sich nicht nur in den andern drei Fundamentalpunkten, sondern noch 
in einem vierten Punkte, welcher in Bezug auf die hier betrachtete Gerade 
venau die Rolle spielt wie P für 16. und welcher der Doppeleurve angehört. 

Wählt man eine Gerade der Oberfläche, welche sich als Fundamental- 
punkt. etwa 1. abbildet, so sind die Bilder der Ergänzungseurven dritter Ord- 
nung wieder Curven dritter Ordnung. welche 1 zum Doppelpunkt haben. Man 
findet sie also, indem man die Parameter » so bestimmt, dass die Differential- 
quotienten von Iu,f; nach den 5 für den Punkt 1 verschwinden. Aber da 
I a,f, für jenen Punkt ohnedies verschwindet. so erhält man nur zwei von 
einander unabhängige Bedingungen zwischen den x, und man kann also zwei 
durch die übrigen linear ausdrücken. Die Gleichung Fa,f;=0 verwandeli 
sich hiedurch in die Gleichung eines Büschels von Curven dritter Ordnung. 
welche in 1 einen Doppelpunkt haben. Dieselben schneiden sich daher ausser 
in den Fundamentalpunkten in einem Punkte, welcher für die hier benutzte 
Gerade die Stelle von P versieht und der Abbildung der Doppeleurve angehört. 

Man sieht, wie auf diese Weise die Abbildung der Doppelceurve mehr 
als hinreichend bestimmt ist. Analvtisch ergiebt sie sich daraus. dass man 


aus den Gleichunsen 


fı(Sı S2S; = fi Natız)» 
f} (Sı 52 S; —— fi Nılanz)= 
s(Sı $2 53) Bu 3 YıNılız)= 


fr(SıS5S5) = fı\nı Nans) 
die „ eliminirt. In diesen Gleichungen sind S, n zwei verschiedene Punkte 
der Abbildung. welche denselben Punkt des Raumes darstellen. Nach einer 
\lethode. ähnlich derjenigen. welche an einem andern Orte entwickelt ist *). 


führt man diese Elimination dadurch aus. dass man zunächs!t aus den Glei- 


Clebsch und Gordan, Theorie der Abelschen Functionen. p- Hör. 
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chungen 
or, = film NaN3 
die 7) eliminirt. Man gelangt dann zu der Gleichung der Oberfläche 
F(o,2,2,) = 0. 
welche von der vierten Ordnung ist. Der Ausdruck 
F (x1)dx,+ F'(0)d2,+ F'(x,) da,+F'(a,)dr, = 0 


wird dann, wenn man die x, durch f;(S,5$;,) ersetzt. durch die Determinante 


J 





of) SE) IE , 
—- [3 ar -; NG u -( IL 
O8, O8, O8, 


theilbar. und der Quotient ist die Gleichung der Abbildung der Doppelcurve. 
Dass das Resultat von der dritten Ordnung ist. übersieht man sofort: aber es 
scheint nicht ganz leicht, einzusehen, dass die entstehende Gleichung die Form 


Zuf; = hat. 


$. 5. Ebene Schnitte und vollständige Durchschnittscurven. 


Da die Abbildung der Doppeleurve hienach aus den gegebenen Functionen 
f; gefunden werden kann. so will ich jetzt bei der Darstellung der Abbil- 
dungen aller ebenen Schnitte der Oberfläche die Abbildung der Doppeleurve 
als gegeben voraussetzen. Ihre Gleichung sei f=0. Auf ihr wähle ich be- 
liebig einen Punkt /, dessen Coordinaten &,,. ©. e, seien, und welche in der 
Abbildung die Stelle des früher so bezeichneten Punktes vertreten soll. Die 
fünf Fundamentalpunkte sind dann nicht mehr beliebige Punkte von f, viel- 
mehr müssen sie mit dem Punkte, in welchem die Tangente in P_ die Curve 
nochmals schneidet, auf einem Kegelschnitte liegen. Ist /=0 die Hessesche 
Curve zu f=0, und setzt man 


n ig © /(e) 
“ a’: — 2 ur 7 r “ 
00; 
_ 1; _IlKe 
fs = EEE, 
OO; 


= - a0 
in jenem Punkte der Curve. Sind also A=0. B=0 beliebige Gerade in der 
Abbildungsebene, so ist 


g= Afu.:—B. Ns: nr 
die Gleichung eines beliebigen Kegelschnitts, welcher durch den erwähnten 
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Punkt geht. und welcher also durch seine übrigen Durchschnitte mit der Curve 

dritter Ordnung solehe fünf Punkte bestimmt, wie sie zu Fundamentalpunkten 
oewählt werden dürfen. 

Nennen wir 3» Punkte, welche die Schnittpunkte einer Curve »!" Ord- 
nung mit der gegebenen Curve dritter Ordnung f=0 sind, kurz ein Schnitt- 
punktsystem n’” Ordnung. Die zu den Punkten eines solchen gehörigen ellipti- 
schen Integrale erster Gattung «, (mit beliebig constanter unterer Grenze 
eenommen) genügen dann immer der Gleichung 

©, TWw+'"+%, = N, 
wo c eine gewisse Constante bedeutet. Gehört zum Punkte P das Integral p, 
zu dem ihm zugeordneten Punkte P’ des Kegelschnitts g das Integral p’, so ist. 
da P zweimal genommen und P’ ein Schnittpunktsystem erster Ordnung bilden, 
2p+p = ce. 
Sind ferner q, g: r, r' etc. Integrale, die zu Punktepaaren auf den durch P 
veleoten Strahlen gehören, so ist auch immer: 
p+ta+q=c, p+r+r=c, _edc. 
Die Integrale der Fundamentalpunkte seien ©,. ©. ... v,; dann ist auch noch 
p+2v = 2e. 
Aus diesen Gleichungen folgt sofort: 
So +qg+q-+r+r = 3e, 
d.h. je zwei auf Strahlen des Büschels P gelegene Punktepaare bilden mit den 
Fundamentalpunkten ein Schnittpunktsystem dritter Ordnung. Jede Curve dritter 
Ordnung, welche die Fundamentalpunkte, ein Punktepaar von f=0O auf einem 
Strahl des Büschels P enthält und durch irgend einen andern Punkt geht, 
enthält auch noch denjenigen, in welchem die Verbindungslinie des letzteren 
mit P die Curve f=0O schneidet. 


Ich werde jetzt zeigen, dass wirklich das System der durch je zwei 


Zu 


Punktepaare auf Strahlen des Büschels P und durch die Fundamentalpunkte 


ln 


gelegten Curven dritter Ordnung die Form 
3) ufhtumfßtwmhtmfi = 0 

hat, also mit dem System der Abbildungen ebener Schnitte der Oberfläche | 

vierter Ordnung völlig identisch ist. | 


Zu diesem Ende wähle ich in der Ebene einen beliebigen Punkt A 
und drei Strahlen des Büschels P, auf denen die Punktepaare 00', RR’, SS 
liegen. Die Curven f, =0, &=0. 5 =0V lege ich durch die Fundamental- 


punkte und durch A, ausserdem fi =0 durch RR’, S; die Curve geht dann 
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auch durch S’; 5 =0 durch SS’, Q, mithin auch durch O'; endlich f, = 0 
durch 00’, R, also auch durch R’. Jede Curve ,+7f, = 0 geht dann durch 
die Fundamentalpunkte. durch A, und durch SS’: bestimmt man 3 so. dass 
sie noch durch einen beliebig gewählten Punkt T der Curve f=0 geht. so 
enthält sie auch den zugeordneten Punkt T’, der mit T auf einem Strahle des 
Büschels P liegt. Ebenso enthält f+ uf; =0. wenn u so bestimmt wird. dass 
die Curve durch den Punkt T geht, auch den Punkt T’. Auch die Curve 
(4) (h+ih)tolfituf) = 0 
enthält T, T', und wenn man o so bestimmt, dass die Curve durch einen 
Punkt U von f=0 geht, auch den zugeordneten Punkt U’. Die Curve (4. 
geht also durch die Fundamentalpunkte und durch A, und enthält zwei beliebig 
gewählte Paare TT', UU'. Die Form (4.) umfasst demnach bei beliebiger 
Wahl der Parameter 4, «u, o alle Curven dritter Ordnung, welche durch die 
Fundamentalpunkte und A gehen und zwei Punktepaare TT’, UU’ enthalten. 
Alle diese Punkte, ausser A, enthält auch f=0: daher umfasst die Gleichung 
(9.) (htifk)telhtuß)rof = 0 

alle Curven dritter Ordnung, welche überhaupt durch die Fundamentalpunkte 
und durch zwei Punktepaare TT’', UU’ gelegt werden können. Das System 
(5.) aber ist von dem System (3.) nicht verschieden. 

Man sieht hieraus, dass die Wahl der Abbildung der Doppelceurve, des 
Punktes P, und des bis auf einen Punkt willkürlichen Kegelschnitts g die 
Abbildung völlig und eindeutig, und also, bis auf eine lineare Transformation. 
deren Coefficienten beliebig bleiben, auch die Gleichung der Fläche vollständig 
bestimmt. 

So wie die Abbildung jedes ebenen Schnittes durch die Fundamental- 
punkte geht, und die Abbildung der Doppelcurve in zwei Punktepaaren O00' 
schneidet, so muss die Abbildung des vollständigen Durchschnitts der Fläche 
vierter Ordnung mit einer Fläche n'” Ordnung eine Curve 3n’” Ordnung sein, 
welche jeden Fundamentalpunkt nfach enthält, und ausserdem die Abbildung 
der Doppeleurve in 2n Punktepaaren QQ' schneidet. Man erhält die Gleichung 
dieser Curve, wenn 


F(2,%%2;2,) = 0 
die schneidende Fläche ist, in der Form 
F(f£hf) = 9. 
Aber auch der soeben ausgesprochene Satz ist umkehrbar, und man weist 
dies ähnlich nach, wie das Entsprechende bezüglich der ebenen Schnitte. Man 
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kann daher umgekehrt jede Curve mit den oben bezeichneten Eigenschaften 
als die Abbildung des vollständigen Durchschnitts der gegebenen Fläche mit 
einer Fläche »!® Ordnung betrachten. Dabei mag bemerkt sein, was sofort 
ersichtlich ist, dass, wenn etwa die Curve Jr! Ordnung in einem der Fun- 
damentalpunkte einen (r+1)fachen Punkt hat, die dem Fundamentalpunkte ent- 
sprechende Gerade einen Theil der vollständigen Durchschnittscurve bildet. 
Die hier bewiesene Eigenschaft ebener Schnitteurven führt augenblicklich 
zur Lösung einer Reihe von Aufgaben, deren genauere Ausführung, da sie 
auf der Hand liegt. hier übergangen werden kann. So construirt man zu der 
Abbildung jedes Kegelschnitts einer der zehn Schaaren die Abbildung des er- 
eänzenden Kegelschnitts, insbesondere die Bilder der vierzig Kegelschnitte, 
welche in den Ebenen der vierzig Paare von Geraden liegen, u. s. w. 


S. 6. Curven dritter Ordnung, welche auf der Fläche liegen. 

Bei der Frage nach Curven dritter Ordnung, welche auf der Oberfläche 
liegen. kann man zunächst die ebenen betrachten. Diese bilden immer mit 
einer Geraden einen ebenen Schnitt: es giebt also sechzehn Schaaren,. welche 
sich abbilden 1) als Gerade durch den Punkt P; 2) als Kegelschnittschaaren 
durch drei Fundamentalpunkte und durch ein Punktepaar O0’, daher mit einem 
weiteren gemeinsamen Punkt (vgl. $. 4); 3) als Curven dritter Ordnung. 
welche durch alle Fundamentalpunkte gehen und in einem derselben einen 
Doppelpunkt haben. welche ausserdem ein Paar O0’ enthalten und demnach 
noch einen weiteren festen Punkt besitzen ($. 4). Jede dieser Schaaren ent- 
hält fünfmal eine Gerade und einen Kegelschnitt. 

Um die unebenen Curven dritter Ordnung zu finden. welche auf der 
Fläche liegen, gehe ich auf die Gleichung 

N = d3n— Fa 

zurück. Da eine Gerade die Curve dritter Ordnung in diesem Falle höch- 
stens in zwei Punkten schneiden kann. so ist keine der Zahlen « grösser als 
2: man hat also in obiger Formel. damit N\=3, höchstens »=4. Doch 
müsste De= 4% für a=4 sein, also vier der «@ gleich 2: daher müsste die 
\bbildungseurve vierter Ordnung vier Doppelpunkte haben. Es bleiben also 
nur übrige die Fälle: 

n=3, ein « gleich 2, die übrigen gleich 1: 

»n—=?2, drei @ gleich 1, die übrigen Null: 
Null. 


»—1. alle « 
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Es giebt also sechzehn doppelt unendliche Schaaren von Raumcurven dritter 
Ordnung, welche auf der Fläche liegen. Die Uurven einer Schaar treffen eine 
der sechzehn Geraden zweimal, zehn einmal, die fünf aber, welche die erste 
schneiden, gar nicht. Die Abbildungen dieser Curvenschaaren sind: 

I) Das System der Geraden in der Ebene. 

2) Die Kegelschnittsysteme durch drei Fundamentalpunkte. 

3) Die Curven dritter Ordnung. welche durch die Fundamentalpunkte 

gehen und in einem derselben einen Doppelpunkt haben. 


Zwei Curven desselben Systems schneiden sich einmal, zwei Curven 
verschiedener Sysieme zweimal, wenn die entsprechenden Geraden sich nich! 
treffen. dreimal, wenn sie sich trelfen. 

Eine solche Schaar enthält insbesondere die entsprechende einfach un- 
endliche Schaar von ebenen Curven dritter Ordnung. indem die Schnittpunkte 
mit der Doppeleurve sich zu einem wirklichen Doppelpunkte vereinigen können: 
sodann fünfmal eine Gerade, welche die der Schaar zugeordnete schneidet. in 
Verbindung mit einer einfachen Kegelschnitischaar, welche beide Geraden 
schneidet: und insbesondere zehnmal drei Gerade. deren eine von den beiden 
anderen geschnitten wird. und welche mit der dieser Schaar zugeordneten 
Geraden ein windschiefes Viereck bilden. 

Bei der Uebertragung ebener Sätze auf die Fläche ist es eine Schaar 
dieser Curven, welche die Stelle der Geraden in der Ebene versieht. 

Jede dieser Raumeurven wird durch jede Curve einer einfachen ihr 
zugeordneten Schaar von Curven fünfter Ordnung und zweiter Species (Salmon) 
mit einem wirklichen Doppelpunkt zum vollständigen Durchschnitt der Fläche 
mit einer Fläche zweiter Ordnung ergänzt. Die Abbildungen dieser Schaaren 
werden, den oben unter 1), 2). 3) angeführten Abbildungen der Raumeurven 
dritter Ordnung entsprechend, folgende: 

1) Curve fünfter Ordnung, welche jeden der Fundamentalpunkte zum 
Doppelpunkt hat. Sie muss durch die drei Punkte der Abbildung der Doppel- 
curve gehen, welche die Durchschnitte derselben mit der zugehörigen der 
unter 1) oben angeführten Geraden zu Paaren Q0' ergänzen, und muss noch 
ein anderes Paar 00’ enthalten. 

2) Curve vierter Ordnung, welche zwei Fundamentalpunkte als Doppel- 
punkte, die übrigen einfach enthält. Sie muss durch die drei Punkte der Abbildung 


der Doppelcurve gehen, welche die Durchschnitte derselben mit dem zuge- 
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hörigen der unter 2) oben angeführten Kegelschnitte zu einem Paar 00’ er- 
vänzen,. und muss ein weiteres Paar O0’ enthalten. 

3) Curve dritter Ordnung durch vier Fundamentalpunkte. Sie muss 
durch die drei Punkte der Abbildung der Doppelcurve gehen, welche die 
Durchschnitte derselben mit der zugehörigen der unter 3) oben angeführten 
Curve dritter Ordnung zu Paaren O0’ ergänzen, und muss noch ein anderes 
Paar O0’ enthalten. 

Wenn die Raumeurve dritter Ordnung in eine ebene Curve mit Doppel- 
punkt ausartet. so löst die Curve fünfter Ordnung sich in eine Gerade und 
eine ebene Curve vierter Ordnung auf, was sich in der Abbildung leicht ver- 
lolgen lässt. 





Ss. 7. Raumcurven vierter Ordnung und zweiter Species, welche auf der Fläche 
liegen. Doppelvieren. 

Von besonderem Interesse sind die Raumcurven vierter Ordnung, welche 
auf der Fläche liegen. Da durch eine Raumcurve vierter Ordnung, wenn 
sie erster Species ist, unendlich viele, wenn sie zweiter Species ist, eine 
Fläche zweiter Ordnung gelegt werden kann, so wird jede Raumcurve vierter 
Ordnung durch eine andere zum vollständigen Durchschnitt der Fläche mit 
einer Fläche zweiter Ordnung ergänzt. Die Abbildungen zweier solcher sich 
ergänzenden Curven sind zusammen von der Ordnung 6. Die beiden Abbil- 
dungscurven können also nur von der zweiten und vierten oder beide von 
der dritten Ordnung sein. Im ersten Falle hat man Raumcurven zweiter, im 
anderen Raumeurven erster und zweiter Species vor sich. In der That näm- 
lich sieht man sofort, da keine der Zahlen « grösser als 3 sein kann, die Ab- 
bildungseurve auch nicht zerfallen darf, dass nur folgende Fälle möglich sind: 

I) »r=2, zwei « gleich 1, die übrigen 0: 
»—=4, drei « gleich 2, zwei gleich 1; 
3) »n=3, drei der « gleich 1. eines 2, eines O0; 

4) »=38, alle « gleich 1. 
Es giebt daher im Ganzen vierzig dreifach unendliche Schaaren con Raum- 
curcen vierter Ordnung und zweiter Species, welche in der Weise zwanzig 
conjugirte Schaaren bilden, dass die Ergänzung der einer Schaar angehörigen 
Curven zu der conjugirten Schaar gehört. Solcher Schaaren sind in 1) zehn 


enthalten, in 2) die ibnen conjugirten: unter 3) sind zwanzig Schaaren ent- 
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halten, die paarweise conjugirt sind. Dagegen giebt es nur eine vierfach un- 
endliche Schaar von Raumcurven vierter Ordnung und erster Species; dieselbe 
ist die mit 4) bezeichnete, und die Ergänzungscurve einer jeden darin vor- 
kommenden Curve gehört wieder der nämlichen Schaar an. 

Die Beziehungen der vierzig Schaaren von Curven vierter Ordnung und 
zweiter Species zu den sechzehn Geraden ergiebt sich aus folgender Com- 
bination. Die sechzehn Combinationen zu fünf von sich nicht schneidenden 
(Geraden, welche in der Tafel I. gegeben sind, enthalten alle Combinationen 
sich nicht schneidender Geraden zu 2 und 3. Wenn man aber ein beliebiges 
Tripel sich nicht schneidender Geraden wählt, so zeigt sich, dass ausser den 
beiden zu einer Fünf mit ihnen verbundenen Geraden noch eire existirt, welche 
jene drei nicht schneidet. Es existiren also Vieren von sich nicht schneiden- 
den Geraden; ihre Zahl ist vierzig, und diese Vieren ordnen sich (einem von 
Herrn Schläffli aufgefundenen Verhalten der Geraden einer Fläche dritter Ord- 
nung analog) paarweise dergestalt, dass von zwei solchen Vieren 

ES NE 

0 pP Y ) 
jede Gerade der einen die drei nicht unter oder über ihr stehenden der an- 
deren Vier schneidet, die vierte aber nicht. Nennen wir ein solches System 
eine Doppelvier, so enthält also die Fläche zwanzig Doppeleieren, welche in 
dem folgenden Schema zusammengestellt sind: 








ih VERS 49 12 14 1? 71314 
Horsis 1598516 5Ssıı3 36112 
(12414 110 11 12 [9:0 00,0 13456 
118616 + 789 1571013 N5 141316 
ie ange % 1314 898191 Bi 157 
 Me961ı6 !3 689 MArTı01 1512 1 16 
13412 1113125 291415 (2358 
0% 16 F 6 z9 bsıorn MA 12 1016 
(13511 1121415 28315 2349 
149716 F 6 7 8 1461012 13 11 10 16. 


Diese zwanzig Doppelvieren sind wieder zu zwei conjugirt und bilden 
zehn Gruppen, deren jede alle Geraden enthält. Es ergänzen sich in dieser 


Weise die entsprechenden Doppelvieren der ersten und dritten. so wie der 
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zweiten und vierten Columne des obigen Schemas. Jedes derartige Paar von 

Doppelrieren ist einem bestimmten Tripel der Doppelgruppen (IV.) adjungirt: 

jede Doppelvier nämlich enthält zwölf Paare sich schneidender Geraden (11.). 

und zwar je zwei aus den Hälften dreier Doppelgruppen (IV.). keine aber 

aus den anderen: die ergänzende Doppelvier verhält sich genau ebenso. 
Jede der vierzig Schaaren von Raumcurven vierter Ordnung und zweiter | 

Species ist einer Vier so zugeordnet, dass jede Curce der Schaar die Geraden 

der Vier zweimal trifft, die Geraden der anderen Hälfte der Doppelvier nicht, | 

alle ubrigen einmal. Die conjugirte Schaar ist derselben Doppelvier zugeordnet. 

nur dass die beiden Hälften der Doppeleier entgegengesetzte Beziehungen zu | 


der Schaar haben, wie vorhin. Einer solchen Doppelschaar steht diejenige 


eerenüber. welche der ergänzenden Doppelvier zugeordnet ist. Bildet sich | 
eine Schaar als Kegelschnitte, die zugeordnete als Curven vierter Ordnung ab. | 
so stehen ihnen gegenüber zwei Schaaren. die sich als Curvensvsteme dritter \ 
Ordnung abbilden. und umgekehrt. | 
Zwei Curren derselben Schaar schneiden sich in zwei Punkten, 

swei (urven aus conjugirten Schaaren in sechs, zwei Curten aus gegen- 
uberstehenden Doppelschaaren in vier. | 
Wenn man eine Schaar heraushebt, und die conjugirte sowie die 

beiden gegenüberstehenden auslässt, so theilen sich in Bezug auf die erste | 


ie übrigen sechsunddreissig Schaaren in drei Gruppen zu zwölf. Die 


. 


Schaaren der einen (Gruppe gehören zu Vieren, welche mit der Vier der { 

gegebenen Schaar zwei Gerade gemein haben: Unreen solcher Schaaren 

schneiden die der gegebenen Schaar in drei Punkten. Die Schaaren der | 
anderen (rruppen gehören zu Vieren, welche mit der Vier der gegebenen 

Schaar eine (ierade gemein haben: Ünreen solcher Schaaren schneiden 4 

die der gegebenen Schaar in vier Punkten. Die Schaaren der dritten 1 

(ırappe gehören zu Vieren, welche mit der Vier der gegebenen Schaar € 

keine Gierade gemein haben: Üurren dieser Schaaren schneiden die Curren € 

der gegebenen Schaar in fünf Punkten. \ 

Die zwölf Schaaren der zweiten Gruppen bestehen aus drei Schaaren s 

nebst ihren zugeordneten und gegenüberstehenden. Die zwölf Schaaren der \ 

dritten Gruppen sind denen der ersten zugeordnet. I 

Jede der vierzig dreifach unendlichen Schaaren von Curven vierter J 

Ordnung und zweiter Species enthält vier solche doppelt unendliche Schaaren. ( 


weiche in eine Gerade und eine Schaar von Raumeurven dritter Ordnung zer- 
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fallen; nämlich in eine Gerade der Vier, welche von der Schaar nicht ge- 
troffen wird, und die Schaar von Raumeurven dritter Ordnung, welche die 
entsprechende Gerade der zugeordneten Vier zweimal schneiden. 

Jede jener vierzig Schaaren enthält ferner eine doppelt unendliche 
Schaar von Curven, die aus zwei sich in einem Punkt schneidenden Kegel- 
schnitten bestehen. Die beiden einfach unendlichen Kegelschnittschaaren. aus 
welchen diese doppelt unendliche Schaar sich zusammensetzt, sind dadurch be- 
stimmt, dass die von ihnen getroffenen Systeme (IV.) die vier Geraden ent- 
halten, denen die Schaar der betrachteten Curven vierter Ordnung zuge- 
ordnet ist. 

Zwei Geraden mit einer Kegelschnittschaar kommen vierzehnmal in 
jeder Schaar von Curven vierter Ordnung vor. Und zwar erhält man sechs 
dieser Combinationen, indem man zwei Gerade a, b der Vier wählt, welche 
von der Schaar vierter Ordnung nicht getroffen wird. und die Kegelschnitt- 
schaar hinzufügt, welche diese sowie die entsprechenden der ergänzenden Vier 
schneidet. Diese sechs Combinationen werden also aus Kegelschnitten gebildet 
und aus zwei Geraden, welche jene, aber nicht einander schneiden. Dagegen 
benutzt man zur Bildung der acht übrigen Combinationen je eine Gerade «a 
der von der Schaar vierter Ordnung nicht getroffenen Vier. fügt ihr eine, m, 
der beiden Geraden hinzu, welche « treffen, ohne der ergänzenden Vier an- 
zugehören. und die Kegelschnittschaar, welche m» und die zu a in der er- 
eänzenden Vier gehörige Gerade « trifft. In diesen Fällen hat man also als 
Curve vierter Ordnung einen Kegelschnitt, eine ihn einmal schneidende Gerade. 
und eine zweite Gerade, welche diese, nicht aber den Kegelschnitt trifft. 

In jeder der vierzig Schaaren vierter Ordnung finden sich endlich 
4+12 = 16 Systeme von 4 Geraden, welche eine Raumeurve vierter Ord- 
nung und zweiter Species ersetzen. Vier dieser Systeme bestehen je aus 
einer Geraden der Vier. deren Geraden von den Curven der Schaar zweimal 
geschnitten werden, in Verbindung mit den drei Geraden der ergänzenden Vier. 
welche erstere schneiden. Die zwölf anderen sind ungeschlossene Vier- 
seite; man erhält eines derselben, wenn man irgend zwei Gerade wählt, welche 
von der betrachteten Schaar »icht geschnitten werden, und eines der beiden 
Paare (11.) hinzufügt, deren jede Gerade eine der ersten beiden trifft. und deren 
jede Gerade zugleich eine der beiden Geraden trifft, welche jenen Geraden in 
der betreffenden Doppelvier zugeordnet sind. 
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Raumeurven vierter Ordnung und erster Species, welche auf der 
Fläche liegen. 

Ich komme jetzt zur Untersuchung der vierfach unendlichen Schaar von 
Kaumeurven vierter Ordnung und erster Species, welche auf der Fläche liegt. 
und deren Curven sich als Curven dritter Ordnung durch die Fundamental- 
punkte abbilden. 

Jede Curve dieser Schaar schneidet jede der sechzehn Geraden in einem 
Punkte. jeden auf der Fläche liegenden Kegelschnitt in zwei Punkten, jede 
aul der Fläche liegende Curve dritter Ordnung in drei Punkten, jede Curve 
vierter Ordnung in vier Punkten. 

Die Schaar enthält jede der Geraden in Verbindung mit der zugehörigen 
UCurvenschaar dritter Ordnung. sowie die Doppelschaar. welche aus je zwei 
(rebilden zweier conjugirten Kegelschnittschaaren besteht. Sie enthält insbe- 
sondere jedes Geradenpaar (Il). in Verbindung mit der Kegelschnittschaar, 
welche der das Paar enthaltenden conjugirt ist. Sie enthält endlich die vierzig 
windschiefen Vierecke I 

Da eine durch die Fundamentalpunkte gelegte Curve dritter Ordnung 
nach dem Früheren kein Punktepaar 00’ enthalten kann, ohne noch ein zweites 
zu enthalten, so treten in der Schaar keine Curven auf, welche auf der Doppel- 
curve einen Doppelpunkt haben, sondern nur solche, die deren zwei haben — 
die Ab- 


bildung einer Curve der Schaar in einem beliebigen anderen Punkte der Bild- 


die ebenen Schnitte. Dagegen kann man die Forderung stellen. das 


ıs 


ebene einen Doppelpunkt habe. was drei Bedingungen mit sich führt. Durch 
eden Punkt der Oberflache geht also eine einfach unendliche Schaar ron 
Raumenreen vierter Ordnung, welche in diesem Punkte einen Doppelpunkt 
haben und ganz der Flache angehören. In jeder Schaar giebt es zwei Curren 
mit Ruckkehrpunkt, und fünf Curcen, welche in zwei Kegelschnitte zerfallen. 
Die Abbildungen dieser einfachen Schaar bilden ein Curvenbüschel dritter Ord- 
nung mit fünf gemeinsamen Punkten und einem gemeinsamen Doppelpunkt. Die 
langentenpaare des Doppelpunkts bilden daher eine Involution, deren Doppel- 
strahlen die beiden Rückkehrtangenten sind. Unter den Curven vierter Ord- 
nung, welche dem Büschel entsprechen, ist insbesondere auch die Schnitteurve 
der Tangentenebene enthalten. Da nun die Doppelverhältnisse eines Büschels 
der Abbildung des eindeutigen Entsprechens wegen noch für die Bogenelemente 
auf der Fläche selbst, beziehungsweise für deren Tangenten gelten, so hat 


rr 2 r vorn 4 . 
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Die Tangenten des Doppelpunktes in dieser Schaar von Curven vierter 


Ordnung bilden eine Involution, deren Doppelstrahlen die Tangenten der mit 
Rückkehrpunkt schneidenden Curven sind: und insbesondere liegen die letzteren 
zu den Haupttangenten harmonisch. 

Man kann nun fragen, für welche Punkte der Oberfläche die beiden 
Rückkehrlangenten dieser Schaar zusammenfallen. Jedes Paar der Involution 
muss dann aus der festen Richtung dieser Tangente bestehen und aus einer 
beliebigen anderen Richtung. Denken wir uns einen solchen Punkt und den 
betreffenden Punkt der Abbildung gefunden. Alle Curven dritter Ordnung. 
welche durch die Fundamentalpunkte gehen und diesen Punkt zum Doppel- 
punkt haben, müssen in diesem Punkt eine gemeinsame Tangente haben. 
Bilden wir nun die fünf besonderen Curven. welche aus einem dureh vier 
Fundamentalpunkte und den gegebenen Punkt gehenden Kegelschnitt und 
aus der Verbindungslinie des Punktes mit dem fünften Fundamentalpunkte be- 
stehen. wobei vorausgesetzt wird. dass der gegebene Punkt nicht einer der 
Fundamentalpunkte selbst ist. Betrachten wir zwei dieser zerfallenden Curven. 
Entweder fallen die beiden dabei vorkommenden Geraden zusammen. d.h. der 
gegebene Punkt liegt in der Verbindungslinie zweier Fundamentalpunkte: 
oder der Kegelschnilt der einen Combination wird in dem gegebenen Punkte 
von der Geraden der andern berührt, d. h. der Kegelschnitt muss in zwei 
Gerade zerfallen. von denen eine den gegebenen Punkt und einen Funda- 
mentalpunkt, der andere drei solche enthalten müsste, was unmöglich ist: 
oder endlich die Kegelschnitte berühren sich. haben daher fünf Punkte gemein. 
fallen also zusammen. und gehen in die Abbildung der Geraden 16 über. 
Man sieht also, dass nur die Punkte der sechzehn Geraden nicht mehr als eine 
Curve vierter Ordnung mit hückkehrpunkt zulassen, während alle Curven 
vierter Ordnung, welche in ihnen einen Doppelpunkt haben, eine feste Tangente 
besitzen. Diese feste Tangente ist die Gerade selbst, auf welcher der ye- 
gebene Punkt biegt: die Curven vierter Ordnung bestehen aus ihr und einer 
Schaar von Curven dritter Ordnung. 

Dass für jeden Punkt der sechzehn Geraden dies zutrifft. sieht man leicht. 
Gehört der Punkt der Geraden 16 an. so bestehen die gesuchten Curven in 
der Abbildung aus dem Kegelschnitt 16 und einer Geraden durch den Punkt: 
die Tangenten des Doppelpunktes fallen zusammen. wenn die Gerade den 
Kegelschnitt berührt. Gehört der Punkt der Verbindungslinie zweier Fun- 
damentalpunkte an, so sind die Bilder der gesuchten Curvenschaar diese Ver- 
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bindungslinie selbst und die Kegelschnitte, welche durch den gegebenen Punkt 
und die drei übrigen Fundamentalpunkte gehen; nur für den im gegebenen Punkte 
berührenden Kegelschnitt fallen die Tangenten des Doppelpunktes zusammen, 
Ist endlich der Punkt auf einer der Geraden gelegen, welche sich als Fun- 
damentalpunkte abbilden. so ist jede Curve, welche durch ihn geht, in der 
Abbildung genöthigt. in dem Fundamentalpunkte eine bestimmte Tangente zu 
haben. Die Curven vierter Ordnung mit Doppelpunkt zerfallen in die Gerade 
und in eine Curve dritter Ordnung, deren Abbild wieder eine Curve dritter 
Ordnung ist; die letztere geht durch alle Fundamentalpunkte, hat in einem 
einen Doppelpunkt und für ihn eine gegebene Tangente. Einer Berührung 
der Geraden im Raum mit der Curve dritter Ordnung im Raum entspricht 
ein Rückkehrpunkt mit der gegebenen Richtung als Rückkehrtangente. was 
wieder nur auf eine Weise eintreten kann. 

Die Schnittpunkte zweier Geraden machen in gewissem Sinne eine 
Ausnahme. Für diese besteht die Schaar von Curven vierter Ordnung aus 
den beiden Geraden und einer Kegelschnittschaar, deren Curven beide Geraden 
schneiden. Hier sind beide Tangenten des Doppelpunktes fest; ein Rückkehr- 
punkt kann nicht eintreten, wohl aber ein dreifacher Punkt, indem ein Kegel- 
schnitt durch den Doppelpunkt des Paares hindurchgeht. — 

Jede Curve vierter Ordnung und erster Species schneidet die Doppelcurre 
in vier Punkten, und es giebt stets eine einfach unendliche Schaar, welche 
in denselben rier Punkten schneidet, so wie eine ergänzende Schaar, welche in 
denselben Punkten den anderen Mantel der Fläche schneidet, so dass jede 
(Curece der einen Schaar sich mit jeder Curce der anderen zu einem roll- 
ständigen Durchschnitte vereinigt. 

In der That schneidet jede in der Abbildung durch die Fundamental- 
punkte gelegte Curve dritter Ordnung die Abbildung der Doppeleurve in 4 
Punkten Q, deren vierter durch die ersten drei bestimmt ist, und welche mit 
den ersten Grundpunkte eines Büschels sind. Den vier Punkten Q sind auf der 
Abbildung der Doppeleurve vier Punkte Q° zugeordnet, welche mit den Fun- 
damentalpunkten die Grundpunkte eines zweiten, ergänzenden Büschels sind. 


Ausgezeichnete Raumeurven vierter Ordnung und erster Species, welche 


fı 


auf der Fläche liegen. 
Die Doppelcurce enthält eier Punkte, in denen die beiden Tangenten- 


sich vereinigen (Rückkehrpunkte der Fläche). Die Abbildungen dieser 
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Punkte erhält man. indem man vom Punkte P an die Abbildung der Doppel- 
curve Tangenten zieht; in jedem der vier Berührungspunkte liegt ein Paar 00' 
vereinigt. Die elliptischen Argumente dieser Punkte (g) sind durch die 
Gleichung 

p+2q = c 
gegeben, wo rechts noch Perioden addirt werden können. Man erhält daraus 
für die qg die Werthe 

c—-p , aw—+-bw' 

Aue u ee SE 
wenn &, &' die elliptischen Perioden, « und 5b gleich O oder 1 sind. Daher 
ist die Summe aller q bis auf Perioden: 
=q = *(c-p), 

also. wegen der oben ($.5) aufgestellten Gleichungen: 


> 


Zr+ rg =2c—p'+2c—?2p = 3e. 

Die vier Berührungspunkte bilden somit zusammen mit den Fundamental- 
punkten die Grundpunkte eines Büschels, welches sich selbst ergänzt; und 
daher hat man den Satz: 

Durch die auf der Doppelcurve gelegenen vier Rückkehrpunkte der Fläche 
geht eine einfache Schaar von Raumcurven vierter Ordnung und erster Species. 
Längs jeder dieser Curven wird die Fläche von einer Fläche zweiter Ordnung 
berührt, und je zwei der Curven liegen zusammen auf einer Fläche zweiter 
Ordnung. 

Unter dieser Curvenschaar befinden sich einige besondere Curven von 
hervorragender Bedeutung. Man wird auf sie geführt durch die Betrachtung 
conjugirter Kegelschnitischaaren. Dieselben bilden sich ab als Kegelschnitt- 
schaar durch vier Fundamentalpunkte und Geradenschaar durch den fünf- 
ten. Jedem Kegelschnitt der einen Schaar im Raume entspricht ein Kegel- 
schnitt der conjugirten, welcher mit ersterem in einer Ebene liegt. Da sich 
auf diese Weise also auch die abgebildeten Schaaren eindeutig entsprechen. 
so liegen die Schnittipunktpaare entsprechender Elemente beider Gebilde auf 
einer Curve dritter Ordnung. Diese geht durch die Fundamentalpunkte und 
durch die Berührungspunkte der von P an die Abbildung der Doppelcurve 
gezogenen Tangenten. Man construirt nämlich in der Abbildung den zu einem 
Kegelschnitt durch vier Fundamentalpunkte gehörigen Strahl des Büschels durch 
den fünften folgendermassen: Der Kegelschnitt schneidet die Abbildung der 


Doppelcurve in zwei Punkten R, S; diese mit P verbunden geben zwei 
21 % 
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weitere Punkte AR’, S’ der Abbildung der Doppelcurve: letztere liegen mit 
dem fünften Fundamentalpunkt auf dem zugehörigen Strahl des Büschels. Legt 





man nun AR in einen der vier Berührungspunkte der von P gezogenen Tan- 
senten, so fällt A’ mit AR zusammen, und der Strahl schneidet den Kegel- 
schnitt in diesem Berührungspunkt, der also der Curve angehört. Ist der 
Kegelschnitt aber insbesondere der Kegelschnitt 16, so rückt AR in P, und der 
Sirahl schneidet den Kegelschnitt in dem fünften Fundamentalpunkt. Geht 
endlich der Kegelschnitt durch denjenigen Punkt in der Abbildung der Doppel- 
curve, welcher mit einem der ersten vier Fundamentalpunkte und P in 
einer Geraden liegt, so fällt R in diesen, also R’ in den Fundamentalpunkt, 
und wird zugleich ein Durchschnitt des Strahls mit dem Kegelschnitt. Daher 
seht in der That die fragliche Curve durch alle Fundamentalpunkte. Und so hat 
man den Salz: 

Unter der obigen Schaar befinden sich insbesondere fünf Curven, welche 
der Ort der Durchschnittspunkte zugeordneter Kegelschnittschaaren, also der 
Ort der Berührungspunkte der doppelt berührenden Ebenen sind. 

Dieses sind die Berührungscurven der von Herrn Kummer gefundenen 
Kegel. 

Unter der vierfach unendlichen Schaar von Curven vierter Ordnung 
und erster Species befinden sich noch fünf andere bemerkenswerthe Curven, 
der geometrische Ort der Berührungspunkte von Kegelschnitten conjugirter 
Schaaren. Nennt man ein Kegelschnittbüschel y+4w=0, ein Büschel von 
Geraden A+ uB=0, so ist der geometrische Ort der Punkte, in denen Kegel- 
schnitte der Schaar von Geraden des Büschels berührt werden. die Curve 
dritter Ordnung 


_ 


'pı wi AB,—BA, 
p: un AB—BA;| = VÖ. 
g; w, AB,—B4;, 


Die Curve geht durch die Fundamentalpunkte des Kegelschnittbüschels (4 =0. 
v=0), durch die Nebenecken des aus ihnen gebildeten Vierecks (+ 4y,=0). 
und durch den Scheitel des Büschels (A=0, B=0); in letzterem hat sie die- 
selbe Tangente wie der durch den Büschelscheitel gehende Kegelschnitt, in 
den ersten wird sie berührt von den Verbindungslinien des betreffenden 
Grundpunktes mit dem Scheitel des Strahlbüschels.. Wenden wir dies auf die 
Abbildung zweier conjugirten Kegelschnittschaaren an. etwa auf diejenigen, 


velche sich als Kegelschnitte durch 1.2,3,4 und als Strahlen durch 5 abbilden, 
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so erhält man als Ort der Berührung eine Curve dritter Ordnung, welche durch 
die Fundamentalpunkte 1, 2, 3, 4, 5 geht, in den vier ersten beziehungsweise 
von den Strahlen 9, 12, 14, 15 und im letzten von dem Kegelschnitt 16 be- 
rührt wird, und welche endlich durch die Schnittpunkte von 6 mit 13. von 
7 mit 11, von 8 mit 10 geht. Die entsprechende Raumeurve vierter Ordnung 
geht daher durch die acht Scheitel der Paare: 
1,9; 2,12; 3,14; 4,15; 5,16; 6.13; 7.11; 8,10; 

d. h. durch die Scheitel der entsprechenden Systeme conjugirter Geradenpaare 
(IV.). Man hat also den Satz: 

Es giebt auf der Oberfläche fünf Curven vierter Ordnung und erster 
Species, deren jede der Ort der Berührungen conjugirter Kegelschnittschaaren 
ist und durch die acht Scheitel der in diesen Schaaren vorkommenden Geraden- 


paare hindurchgeht. 


$. 10. Analytischer Ausdruck der Fläche. Die Kummerschen Berührungskegel. 
Ich gehe jetzt zum Beweise des Satzes über, dass jede Fläche vierter 
Ordnung mit einem Kegelschnitt als Doppeleurve in der angegebenen Weise 
auf einer Ebene eindeutig abgebildet werden kann. Legen wir die von Herrn 
Kummer gegebene Form der Oberflächengleichung zu Grunde 
1.) g—-4pv = 0, 
in welcher y, w Ausdrücke zweiten Grades, p ein linearer Ausdruck ist. Man 
erhält die Doppeleurve aus p=0, 9=0; für die Rückkehrpunkte der Fläche 
ist auch noch w=0. Setzt man mit Herrn Kummer an Stelle der Gleichung 
1.) die Gleichung 
2.) (g+Rip) —Ap(y+ipy-+Np) = 0, 
in welcher 4 ein willkürlicher Parameter ist, so stellt 
v+iÄpg+ip = 0 

eine Flächenschaar zweiter Ordnung dar, welche durch die Rückkehrpunkte 
geht, und welche die Fläche vierter Ordnung in der oben angegebenen Schaar 
von Raumcurven vierter Ordnung und erster Species berührt; diese Raumeurven 
sind die Durchschnitte der Flächenpaare 

3939 yrAp Hp = 0, 

| p+Rip =. 


Die in der zweiten Gleichung enthaltene Schaar ist dadurch charakterisirt. dass 
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sie durch die Doppeleurve geht und in dieser einen allen Flächen der Schaar 
gemeinsamen Tangentenkegel besitzt, dessen Tangentenebenen in den Rückkehr- 
punkten zugleich Tangentenebenen der Fläche sind. Dieser Tangentenkegel 
befindet sich selbst unter dieser Schaar. Nimmt man ihn als Curve =0 an 
und legt das Coordinatenletraeder (zyzsp) zu Grunde, dessen Ecken die Spitze 
dieses Kegels und die Nebenecken des aus den Rückkehrpunkten gebildeten 
Vierecks sind, so erhält man die einfachste Darstellung der Flächengleichung, 
nämlich 
4)  (a+y+3)—4p (ar + Py’+y3’+0dp’+2p(ac+by+cz)) = 0 

oder, der Form (2.) entsprechend: 

(+3 2ip?)-Ap’((a+i) + (Pra)y’+ (y+A)2°+ (d+4°)p’+2p(axıby+ez)) = 0. 
Die fünf Berührungskegel des Herrn Kummer erhält man, indem man den 
Coefficienten von —4p’ der Bedingung unterwirft, dass seine Hessesche De- 
terminante verschwindet. Man gelangt dadurch zu der Gleichung fünften Gra- 
des in A: 


a’ b’ c” 
ara TBraTyFR? 
eine Form, welche sofort zeigt, dass die Gleichung fünften Grades einen all- 
gemeinen Charakter besitzt, indem alle Coefficienten derselben, abgesehen von 
den ersten beiden, welche 1 und O sind, ganz beliebige Werthe annehmen 
können. Die zugehörigen Kegelspitzen sind durch die Gleichungen gegeben: 


(a-+M)zc+ap =, 
(P+A)y+bp = 0, 
(y+i)z+cp =. 
Dieses sind, für ein veränderliches 4, die Gleichungen einer Raumcurve dritter 


Ordnung, welche durch die Ecken des Coordinatentetraeders geht; man hat 
daher den Satz: 


(9.) +4 Be 





Die Spitzen der fünf doppelt berührenden Kegel liegen auf einer Raum- 
curve dritter Ordnung mit dem Punkte, in welchem die vier Tangentenebenen 
der Rückkehrpunkte sich treffen, und mit den drei Nebenecken des aus den 
Rückkehrpunkten gebildeten vollständigen Vierecks. 








h 
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8. 11. Erzeugung der Fläche durch Kegelschnittschaaren. Paare von 
(seraden. { 
Seien nun A, A zwei Wurzeln der Gleichung fünften Grades, und 
K=0, K'=0 die Gleichungen der beiden entsprechenden Kegel, also 
K= v+ip+ip, 
K' = w+lg-+4”p?. 
Indem man y und g mittelst dieser Gleichungen durch K und K’ aus- 
drückt, nimmt die Gleichung der Oberfläche die Formen an: 


K—K' . ‘ 2 ”; ry ve „f\) 4 
0 en Sr) — Rp (RK +-K )+(4 — I ) gi 
/ warn; ö 2 us 
(6.) — ee + (ha „)p‘) —4p'K, 
K—K' a Ir 


Sind nun A=0, © =0 irgend zwei feste Tangentenebenen des Kegels 
K, B=0 die Verbindungsebene ihrer Berührungsseiten, so ist 
7.) A+ReB+oC = 0 

die Gleichung einer beliebigen Tangentenebene des Kegels. und man erhält 
alle, wenn man 0 beliebig variiren lässt. Denkt man sich zugleich die ab- 
soluten Werthe der Coefficienten von A, B, C so bestimmt, dass 

K= b—-AC, 
so ist für den Schnitt der Ebene (7.) mit der Fläche vierter Ordnung 

K = (B+oÜ)., Ä 
und die Gleichung (6.) zerfällt in die Factoren: 


) 
v 





8, ‚K' = [(&-4)p+(B+oC) 

ia RT u he ie ET. | 
Diese Gleichungen zusammen mit (7.) geben die beiden conjugirten 

Schaaren von Kegelschnitten, in denen die Tangentenebenen von K —=0 die 

Oberfläche schneiden. 
Betrachten wir Schnittpunkte von Kegelschnitten dieser Schaaren. Zwei 

Kegelschnitte derselben (etwa der ersten) Schaar trelfen sich nur, wenn die 

Gleichungen erfüllt sind: 


A+20oB+o00=0, K 


! 


(A —A)p+(B+eoC)], 


9. =: | I 
I) VAr2oBtol=0, K'=[(a—#)p+(B+oC)?. 
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Aus den beiden ersten Gleichungen folgt. da man o von # verschieden 





annehmen muss: 





2B+(+0)0 —= 0, 
und daher aus den beiden letzten: 
py.C =. 

Aber € 0 würde auf B=0 und A=0, also auf die Kegelspitzen führen. 
welche der Fläche gar nicht angehören; es bleibt also übrig p =0. Kegel- 
schnitte derselben Schaar schneiden sich also nur auf der Doppelcurve. Dass 
dies eintreten kann. sieht man, indem man von irgend einem Punkte der 
Doppeleurve die beiden Tangentenebenen an K = 0 legt. Jedem Kegelschnit! 
einer Schaar entspricht daher einer derselben Schaar, welcher ersteren auf 
einem Punkte der Doppeleurve schneidet. Für die Rückkehrpunkte, in denen 
der Kegel die Doppeleurve schneidet, fallen beide zusammen. 

Für die Schnitipunkle von zwei Kegelschnitten aus conjugirten Schaaren 
müssen die Gleichungen bestehen: 

10\ A+20oB+0oC=0, K' = [(A—4#)p+(B+eoC)]. 

t'4A+20B+RC=0. K'= [| —-4W)p— (B+0C))”. 
Ist o von o verschieden, so folgt aus den ersten beiden Gleichungen 
2B+ 0—0 = 0, 
wodurch die beiden letzten in einander übergehen. Zwei Kegelschnitte aus 
eonjugirten Schaaren schneiden sich also in zwei Punkten. Da K’ ein ganz 
allgemeiner Ausdruck ist. so können Besonderheiten im Allgemeinen nicht 
eintreten 

Wenn aber in 10.) o=0, so fallen die ersten Gleichungen zusammen. 
und aus den andern beiden folgt 

p B - oU = 0. 
Zwei in einer Ebene liegende Kegelschnitte der beiden Schaaren schneiden 
sich also zweimal auf der Doppeleurve, zweimal auf der Berührungsceurve des 
hegels A = 0 mit der Oberfläche, wie Herr Kummer bemerkt hat. 

Ich werde jetzt zeigen, dass in jeder der Kegelschnittschaaren vier 
(eradenpaare vorkommen. Da nach dem Vorigen eine Gerade nicht beiden 
Schaaren gemeinschaftlich angehören kann. so führt dies im Ganzen auf sech- 
zehn verschiedene Geraden. Die vier Geradenpaare einer Schaar werden ge- 
iunden, indem man die Bedingung aufstellt. dass die Ebene (7.) die zugehörige 


Fläche 8.) berührt, wodurch dann die Schnitteurve in ein Geradenpaar zer- 
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fällt. Setzt man symbolisch 
K==-#=d, 
und bezeichnet der Kürze wegen durch (a,b, e,d) die Determinante I + a,b,e.d.. 
so ist die Bedingung dafür. dass die Fläche 
K' = [(A-4)p+(B+oC)]' 
von der Ebene 
A+R2ob+o'C 


1 N 


berührt wird (A = >A,z, ele.): 
1 ‚0 a,b,c, A+2ob+ EC) —3 (a,b, (4-4 )p+B+o0, A+20oB-+0'C 
a,b,c, A+2gB+ 0°C), —3 (a,b, (4—4)p+B+o0, A+oB— (1-4 )op)‘. 


Diese Gleichung ist biquadralisch für o, und giebt also in der That vier Geraden- 
paare als der einen Schaar angehörig an. Vertauscht man 4 mit 4, so erhält 
man aus der ersten Gleichung (8.) die zweite. und also aus (11.) die Gleichung 


für die Geradenpaare der andern Schaar. 


Ss. 12. Die Gleichung sechzehnten Grades, von welcher die Geraden der 
Oberfläche abhängen. 
Um zu zeigen. dass auf der Fläche nicht mehr als sechzehn Gerade 
liegen. dass also bei jedem der fünf Kegel immer wieder dieselben Geraden. 
nur in anderer Anordnung auftreten, werde ich die Gleichungen zur Bestimmung 


der Geraden direct aufstellen und zeigen. dass sie auf eine Gleichung sech- 


vr. 


zehnten Grades führen. 
Bezeichnen wir zu diesem Ende mit x den Schnittpunkt einer Geraden 


ch A 


mit der Doppeleurve. mit y den Schnittpunkt derselben Geraden mit der Polaren 


von x in Bezug auf v—=0. Ist dann 


22 


„ 0% . 0 
Dy = 4 2 ——ı Do=43  ————y1.. 
f 2 dr. Yi> f 2 Ö2.07L YiYyı 
. OWy 2 , oy 
Duo=ı32 De=-iz-ZE.n | 
Ä 2 OL; I: : OL;OX, Jiyı h 
ä 


Dp nn =pY.: j 
so erhält man die Schnittpunkte der Geraden (z,+4y,) mit der Fläche 1 


g—4pw = 0 


aus der Gleichung: 
(p+241Dy+#D’g)' —A(p+ADp) (v+24Dv+4KDw) = 0, 
Journal für Mathematik Bd, LXIX. Heft 2. 22 
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oder da der Voraussetzung nach 


12.) 9=0, p=08, Dy=ß, 
aus der Gleichung: 
2Dg +4D'p)—4A(Dp) (v+4Dw) = VO. 
Soll nun die ganze Gerade der Fläche angehören, so muss diese Gleichung 
unabhängig von 4 erfüllt sein, und man muss also haben: 





Dy = Dp.yw, 

D'y —=Q. 

Dp.Dwv = d. 
In der letzten Gleichung kann man den Factor Dp auslassen, denn er führt auf 

Dy=0. Dp=0, Dv=0, Dy=0, 

und damit, wie man leicht sieht, auf w=0: in diesem Falle wäre x ein Rück- 
kehrpunkt der Fläche. y fällt mit x zusammen, eine Gerade existirt überhaup! 
nicht. wovon man sich auch leicht direet überzeugt. Es bleibt also nur übrig. 
dass die Gleichungen bestehen: 


13. Dv—=-0, Dy—-yvDp=0. Dy=0,. Dv=O0. 


Kliminirt man aus ihnen die y, so bleibt eine Gleichung in den x übrig. welche 
verbunden mit g=0,. p=0 die gesuchten Punkte liefert; auch erkennt man 
leicht, dass für dieselben die Gleichungen 
Dv=0,. Dy—-ywDp= 0 
verschieden sind. und also die Gleichungen zweier Ebenen angeben. welche 
sich in einer einzigen (reraden durchschneiden. so dass zu jedem Punkte r 
nur eine Gerade gehört. 
Bezeichnen wir symbolisch x und w durch 

=. =... wi-h. 
Wären g und w binäre Formen zweiten Grades, so würde man die y aus 
den Gleichungen 

D'q —0, Dv—0 
eliminiren, indem man die Invarianten 
14. { ab), B=(aa),. C=(aß) 

bildete und 


19. AUC-B=0 


setzte. Jn dem vorliegenden Falle hat man nur unter a, 5, «, ? die svm- 
bolischen Coeflicienten der quaternären Formen %, w zu verstehen und die 
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symbolischen Determinanten in A. B, € durch Hinzufügen der aus den Coef- 


fieienten von 
in 
D U — U ; Y, , 


Dy—-ywDp = >yy—yv>piy, 


vebildelen Reihen zu ergänzen. Es wird also 


| A a,b, w,p)—2yw(a,b,w,gy)(a,b,w,p)+w(a,b,w,p). 
16.  B a,0,w,y)—2ywl(a,e,w,g)(a,e,w,p)+w(a,e,w,p 
Ca fee, P,y,p)—2yw(a,P,w, p)(o,P,w,p)+w(a,ß, w,p 


Untersuchen wir die Formen der ersten beiden Vertikalreihen rechts eenauer. 
und zwar zunächst die der zweiten. Setzt man je nach Bedürfniss 
eu eh. a Bean bh... 
so wird erstlich: 
(a,b, w,y)(a,b,w,p) = (a,b, w, c)e, (a,b, w,p). 
Vertauscht man hierin e mit a und e mit 5b. und nimmt den dritten Theil deı 
Summe der so entstehenden Ausdrücke. so erhält man 
a,b,w,c)\(a,b,w,p)e,—(c,b,y,p)a.—(a,c, w,p)b.}. 
oder nach einer bekannten identischen Gleichung: 
L(a,b,v,c\\(a,b, w, c)p.+(a, b, c,p).w!}. 
Da p, 0. so bleibt das zweite Glied allein übrig. und man hat also: 
[29,.) (a,b, w,gy)(a,b,yw,p) = — 4wi(a,b,c,p)\a,b,c,w). 


Ferner wird 


a,0,%9,p)(a,0,w,p) = (a,a,P,Yp)(a,a,y,p)PY, 
— l fe) Ars \ Ars .) : 2 As } \ 
= 4(a,a, ß, y)yx1(a, a, Y,p)Px— (a, P,Y> P) x} 
— l i ) Mr \ | Ar ) a, \ 1 f} I mr l . 
- I(a,0,P,Y)yx1la, &, P,P)Yx— (a, 0, P, Y)Px+\P-% P,Y) axı 


Das zweite Glied verschwindet wegen der Gleichung p. = 0, das dritte 
verschwindet identisch. wenn man für a,a, wieder g, setzt. Es bleibt also: 
(18.) (a,o,w,o)(a,e,w,p) = 4w.(a,a,P,y)(a,a,P,p). 

Endlich hat man 
0,ßB,w,p)(a,ß,w,p) = (0, P,y,p)(a,ß,d,p)yxd, 
= +{0,P,Y, $) Ile, P, d,p, v.—(YP; 0d,p)a,—(a,y. d,p)P,! 
= 1(0,P,y,p)0,.I(a, P,y, p)dx— (0, PB, Y, Od) Px|» 


oder. wenn man das letzte Glied auslässt: 


(19.) (@, ß, v, y)(e, P; v, pP) u 3 v(e, ß, 7: y)(e, P, 7: P)- 


22 % 
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Aus den drei Formeln (17.). (18.). (19.) erhält man die Werthe für 
die ersten Glieder rechts in (16.). wenn man überall , für p, setzt; die An- 
wendung der Gleichung p,=0 wird dadurch nicht aufgehoben. da sie in die 
ebenfalls richtige Gleichung 9 = 0 übergeht. Man hat also: 
a,b, v, p) RR Er 3 v(a, b, C, y)(a, b, C, y) 
—4ıy(a,b,c,d)d,(a,b, ce, w) 

ne T3 uw”. (a, b, C, d)', 
0,0, 0,9% = Iwla,a,ß,gp), 
&, P, v, p, = 3 w(e, P, /> p)". 


Es wird daher: 
A = wÄ', B ara vB, ( in ve", 


wo nunmehr 


4 w / \2 ‘ \/ u 2 
\ er 173% b, C, d) + 3 yvia, b, c,p,\a, b, c,y)r(d, b, v,p/; 
20.) RB ? l Sa N ’ no 3 \ f \2 
‚B = 21a 0, P, pP) —-ywla,a,P,gY)la,ca,P,p)+la,e,w,p)‘ 
Mu A ‚2 2 { / A \f f - ER; ) } y 
U = 4(a,ß, y,p9)’ —3yw(e, P, y,p)(e, B, y‚p)+(e,P,w,p). 


Jeder dieser Ausdrücke hat die Form H+Nyw, wo M von der zweiten. .\ 
von der ersten Ordnung in den x ist. Die Gleichung (15.) also. welche 
jetzt in 

A'C'—B" — 0 
übergeht. nimmt die Form 

G+Hyw = 0 
an. wo @ von der vierten. H von der dritten Ordnung in den x ist. Die 
Gleichung 

@— vH’ — 0 
stellt somit eine Fläche achter Ordnung dar, welche die Doppeleurve y=VQ). 
p=0 in denjenigen sechzehn Punkten schneidet, durch welche die sechzehn 
(reraden der Oberfläche hindurchgehen. 

Die Gleichungen 
@—vH’=0, 9=0, p=0 
liefern eine Gleichung sechzehnten Grades. Aber nach dem Vorigen wird 
diese Gleichung mit Hülfe einer Gleichung fünften Grades gelöst. Und zwar 
übersieht man sogleich, dass die vollständige Auflösung der Gleichung sech- 
zehnten Grades auf folgende Operationen führt: 
I. Aufsuchung einer Wurzel der Gleichung fünften Grades, von wel- 

cher die fünf Kegel abhängen. 
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2. Auflösung einer quadratischen Gleichung. indem man durch die 
Spitze des Kegels eine Ebene legt und die Schnitte derselben mit dem Kegel 
bestimmt ( Ebene B in (T.)). Die Tangentenebenen in den Schnittlinien sind 
die Ebenen A, € (7.). Durch diese quadratische Gleichung werden die beiden 
Kegelschniltschaaren (7.). (8.) ermittelt. 

3. Vollständige Auflösung zweier biquadratischen Gleichungen (11... 
welche die 2.4 Geradenpaare der beiden Kegelschnittschaaren liefern. 

4. Auflösung der acht quadratischen Gleichungen. welche die einzelnen 
(reraden der aclıt Paare geben. 

Es wird sich weiterhin zeigen, was von diesen Gleichungen erspar! 


werden kann. 


$. 15. Erzeugung der Fläche durch projectivische Gebilde. 


Wir haben bisher von dem zweiten Kesel K’—=0 keinen Gebrauch 
gemacht. Benutzen wir jetzt diesen ebenso wie vorher den Kegel K=0, und 
stellen die Gleichung der variabeln Tangentenebene von K’ — 0 mit Hülfe eines 
Parameters o durch die zu (7.) analoge Gleichung dar: 

21.) A’+20B+o(l = 0, 
wo A’, C’ irgend zwei Tangentenebenen von K’=0, B’ die Verbindungsebene 
ihrer Berührungsseiten bedeutet. Sind zugleich die absoluten Werthe der Con- 
stanten in A’, B’, C’ so bestimmt, dass 
K' = B"—-AC, 
so ist auch für einen auf der Tangentenebene (21.) liegenden Punkt: 
K'= (B-+oC), 
und führt man dies in die Gleichung der Oberfläche, oder vielmehr in die 
beiden mit Hülfe von (7.) entstandenen Factoren (8.) derselben ein, so erhält 
man die vier linearen Factoren: 
0 = (A—A)p+(B+oC)+(B’+00'), 
\o 


| 


(a—2)p+(B+oC)—(B'+0C'), 


\ 


(22.) 


0 = (A—-X)p—(B+eC)+(B'+00'). 
0 = (A—-X)p—-(B+oC)—(B +00). 

Wenn also zwei Tangentenebenen verschiedener Kegel gegeben sind. 
so drücken sich die Coordinaten der vier Durchschnittspunkte ihrer Schnittlinie 
mit der Fläche rational aus. Da jede Tangentenebene,. wie oben erwähnt, mit 
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Hülfe einer quadratischen Gleichung gefunden wird, so haben also die biqua- 
dratischen Gleichungen, welche jene Schnittpunkte darstellen, die Eigenschaft. 
zu ihrer Lösung nur die Lösung zweier getrennten quadratischen Gleichungen 
zu erfordern. 

Da ausserdem die Gleichungen (22.) projectivische Ebenenbündel dar- 
stellen. so hat man den Satz: 

Legen wir an jeden von zwei doppelt berührenden Kegeln (K=0. K'—=V 
eine Tangentenebene (ÜC=V,.C"=0). Ihre Durchschnittslinie schneidet die 
Oberfläche in 4 Punkten P, P; P, P,. Legen wir ferner durch jede der be- 
rührungsseiten von Ü=V, C’—=O eine bewegliche Ebene (B+ol =VÖ, B+ol'—dV). 
und wo sie den betreffenden Kegel nochmals schneidet, die Tangentenebene 

I+2oB+-0C=0, A +20b'+00'—= 0): die Schnittpunkte der Schnittlinie 
der Tangentenebenen mit der Fläche, O, 0: 0; Q,. sind den vier Punkten P 
in der Weise zugeordnet, dass diese bei der Drehung der Ebenen B+ol —=V. 
B+0oU' = 0 allmälig in jene übergehen. Legt man durch P,O, und durch den 
Schnittpunkt der Ebenen B+oC=0, B--sC'=0 mit der Ebene der Doppel- 
curve eine Ebene, so entsteht bei Bewegung der Figur ein Ebenenbündel, 
welches P, zum Scheitel hat. Die vier Ebenenbündel, welche die verschiedenen 
Punkte P zu Scheiteln haben, sind projectivisch. 

Von jeder Ebene, die Ebenen der Bündel selbst ausgenommen, werden 
diese vier Bündel in projectivischen ebenen Systemen geschnitten. Und zwar 
bilden vier entsprechende Gerade solcher vier Systeme ein Vierseit, dessen 
Diagonalen der Schnitt mit der Ebene der Doppelcurte und die Schnitte mit 
den beweglichen Ebenen B+gC=0. B+o0'—V sind: so also dass für alle 
(eradenquadrupel in einer Ebene als Vierseite betrachtet eine Diagonale fest 
ist. die andern beiden aber durch feste Punkte gehen. Auf der Ebene der 
Doppeleurve fallen je zwei der vier ebenen Systeme zusammen. Auf den 
lKbenen der Büschel B--oC =0. B+0o0'"—=0 ist noch eine zweite Diagonale 


der vollständigen Vierseite fest, und nur die dritte geht durch einen festen Punkt. 


$. 14. (reometrische Abbildung der Fläche auf einer Ebene. 
Heben wir eine der Gleichungen (22.) heraus. Die drei Gleichungen 
| A+2obB+oC =, 


(23. A'+20B+0C =. 
\(A-A)p+B+eC)+(B’+0C') = 0 








Clebsch, über eine Gattung von Flächen vierter Ordnung. 175 


bestimmen ebensowohl o, o eindeutig durch die x, als die x eindeutig durch 
o, 0. Jedem Punkt der Fläche entspricht daher eine einzige Ebene o. © in 
jedem der vier Bündel, und umgekehrt; mithin auch beim Durchschnitte der 
Bündel mit einer beliebigen Ebene jedem Punkt der Oberfläche eine Gerade 
jedes der ebenen Systeme, und umgekehrt. Daher bildet der Durchschnitt jedes 
der Ebenenbündel mit einer beliebigen festen Ebene E eine eindeutige Abbildung 
der Oberfläche, wobei jedem Punkt der Fläche eine bestimmte Gerade entspricht. 

Fixiren wir auf dieser Ebene als Coordinatendreieck die Durchschnilte 
der Ebene mit den drei Ebenen 

C=0, 0=0, C”=(i-N)p+B+B=0, 


so sind 0, o aus (23.) die Coordinaten der dem Punkte x entsprechenden 
Geraden, d. h. die Abstandsverhältnisse der Geraden von den Ecken 
C=6 = wi 6=0 C=d 
einerseits und von den Ecken 
C=0, C"=-0 md C=0, C=0O 


andrerseits, jedesmal multiplieirt mit Constanten. 

Rechnet man zu einer Classe von Abbildungen diejenigen, welche man 
aus denselben zwei Kegeln dadurch ableitet. dass man auf den Schnittlinien 
ihrer Tangentenebenen dieselbe correspondirende Schaar von Punkten PO, be- 
nutzt (gleichgültig von welchen Ebenen ©, C’ man ausgeht), so giebt es im 
Ganzen vierzig Classen von Abbildungen; nämlich zehn Gruppen je nach dem 
benutzten Kegelpaar, und in jeder Gruppe vier Classen, jenachdem eine oder 
die andere der vier Schaaren P,O, benutzt wird. 

Stellt man aus (23.) die Gleichung eines beweglichen Punktes der 
Fläche, Iu,x, = 0, auf, so erhält man, indem man aus dieser Gleichung und 
23.) die x eliminirt und von der oben schon benutzten Bezeichnung Ge- 


brauch macht: 


| 0 = (u A+20B+ 0°C, A+RoB'+0°0',(a—4)p-+ B-+0oC+ B’+00' 
= (k- 2 (u, A+2oB+ 0°C, A+20B-+0C', p) 


24.) 
| — (u, A+oB, B+0C, A'+20B’+0°C')+(u, A+oB',B'+00', A+20B+o’0). 


Die Coeffieienten der « in diesem Ausdrucke sind die Functionen von o, 0, 
welche den x gleich zu setzen sind. Bezeichnet man diese durch F, so hat 


man also: 





i 








us, = F,(e, 9), 


um = Ble,o), 

25.) 2 
je = F,(e, 0). 
ur, = F;(e, 0) 


Tangenten besitzen. 


Iangenten. als diese festen Tangenten sich ergeben. 















Durchschnitte der Ebene mit den beiden Flächen (8.). 
Gleichung 22.) benutzen, welche aus der ersten Gleichung (8.) entstanden 


also die eine feste Doppeltangente der Abbildungscurve. 
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Es sind 


[feste Doppelelemente Kegelschnilten. Betrachten wir den 
Ebene ©=0 mit der Oberfläche; dieser zerfällt in zwei Kegelschnilte, die 
















Die Functionen F sind für jede der Grössen 0, o vom zweiten Grade. In 
der soeben behandelten Abbildung also wird das Bild eines ebenen Schnittes 
(die u constant) eine Curve vierter Classe, welche zwei Seiten des Coordinaten- 
dreieckhs (O-0.C'=0) zu Doppeltangenten hat. Den Schnittpunkten zweier 
ebenen Schnitte entsprechen die beweglichen gemeinschaftlichen Tangenten 
zweier solcher Curven. Da nun die Zahl dieser beweglichen Tangenten vier 
sein muss, die beiden gemeinsamen Doppeltangenten aber nur acht gemeinsame 


Tangenten absorbiren, so müssen alle Curven 24.) noch vier feste gemeinsame 


Ks ist leicht direct nachzuweisen. wie sowohl jene beiden Doppel- 


dieses die Ge- 


bilde. welche nicht einem. sondern unendlich vielen Punkten der Oberfläche 


entsprechen, und zwar entsprechen einfache feste Elemente Geraden der Fläche. 


Durchschnitt der 


Da wir hier die erste 


aus anderen Tangentenebenen des ersten Kegels hervorgehen. 


ist, so erhalten wir auch nur die Punkte des ersten Kegelschnitis, indem wir 
die Punkte Q, auf den Schnittlinien von C=0 mit der beweglichen Ebene 


+ 20B’+0°C’ = 0 betrachten, während die Punkte des anderen Kegelschnitts 


Alle aus C=UV 


entspringenden Punkte aber liefern dieselbe Ebene des betreffenden Bündels. 
Ebenso liefern die 
aus C'=Ö hervorgehenden Punkte die andere Doppeltangente:;: und man sieht. 
wie die vier verschiedenen Abbildungen, bei welchen dieselben Kegel benutzt 
sind. sich nur durch verschiedene Combination der zu Grunde gelegien Kegel- 
schnilipaare. der Schnitte von C=0 und © = 0 mit der Fläche, von einander 
unterscheiden. Indem man die Ebenen B+0oC0=0 und B+0oC'= 0 wandern 
lässt. immer die Tangentenebenen der Schnittseiten der Kegel legt und immer 
einen bestimmten Punkt Q, wählt, bewegt man sich immer im Schnittpunkte 
zweier Kegelschnilischaaren, die aus den von den 'Tangenten der Kegel aus- 
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geschnittenen Doppelschaaren auf bestimmte Weise sewählt sind. Aber wie 
oben gezeigt, befinden sich in jeder Kegelschnittschaar vier Paare von Geraden. 
Bemerken wir nun, dass ein Paar, welches bei einem Kegel vorkommt. bei 
dem andern nie vorkommen kann: sonst müssten beide Kegel eine gemein- 
schaftliche Tangentenebene haben, was im Allgemeinen durchaus nicht eintritt. 
Ferner ist oben gezeigt, dass die Kegelschnitte derselben Schaar sich nur auf 
der Doppelcurve schneiden können; aber durch jeden Schnittpunkt einer Ge- 
raden mit der Doppelcurve geht keine weitere Gerade. Daher schneiden die 
vier Paare einer Schaar einander nicht; aber jedes Paar einer Schaar schneide! 
zweimal jedes Paar der conjugirten Schaar. Endlich können nicht drei Gerade 
in einer Ebene liegen, da sonst die Doppeleurve in gerade Linien aufbrechen 
müsste, um die drei Schnitipunkte mit diesen Geraden zu enthalten. 

Sind also die Paare der einen bei A=0 auftretenden Kegelschaar 

ab ae, ab 
die der andern 
aß hr de 
so erhält man die Paare der ersten Schaar, welche zu K’ gehört, indem man 
zuerst etwa a, mit einer diese schneidenden Geraden der zweiten Reihe com- 
binirt; diese sei «&,. Enthält die zu untersuchende Schaar das Paar a,o,. so 
darf sie weder 5b, noch 5, mehr enthalten, da diese a, oder «, schneiden 
würden. Die Schaar enthält also noch ein Paar, welches aus den andern 
Paaren der obigen Reihen gebildet ist, etwa «,«,. u. s. w. Man sieht, wie 
man demnach, bei passender Bezeichnung, als Schema der Paare, welche zu 
K' gehören, folgendes annehmen kann: 
in der ersten Schaar: m,%. %%. Aylz,. 4,0, 
in der zweiten Schaar: b,P,. br, Ps. bußr: 
Die zusammengehörigen Geraden in der zweiten Schaar sind durch die Paare 
der ersten vollständig bestimmt, denn die übrig gebliebenen acht Geraden 
schneiden sich überhaupt nur vier mal zu zwei; dass aber 5b, mit /, sich 
schneidet, wenn a, mit «,, ist daraus ersichtlich, dass das Paar a,b, von «,P, 
zweimal geschnitten wird. 

Nehmen wir nun an, die Kegelschnitte, welche in der Abbildung die 
Doppeltangenten liefern, gehörten den Kegelschnitischaaren an, in denen die 
Paare 

a,b,; ob. ab, ab, 


ad,0ı, 4,0, (4; 03, 4,04 
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vorkommen. Nun geben aber zwei unter einander stehende Paare nicht einen 
Schnittpunkt, sondern eine gemeinsame Gerade; in der Construction. welche 
oben auszeführt wurde, ist also jeder Punkt einer Geraden «, durch dieselbe 
(rerade abgebildet, und man erhält also in der That vier feste Tangenten der Ab- 
bildung ebener Schnitteurven, nämlich die Bilder der vier Geraden «a,. a,. a;. a,. 
welche den zu Grunde gelegten Kegelschnittschaaren gemeinsam sind. 





Nehmen wir nun endlich an, die Ausgangsebenen = 0, 0’ —=O seien 
die Ebenen zweier solcher Paare, etwa a,b, und a,«,. In diesem Falle er- 
leidet die Abbildung eine wesentliche Modification. Die Unbestimmtheit der 
aus (24.) oder 25.) gegebenen x tritt in diesem Falle füro=x, 0=x ein: 
es verschwinden also in (24.) die Coefficienten von 0°0°, welche in diesem 
Falle allein übrig bleiben. Die Gleichung (24.) ist also dann nur noch vom 
dritten Grade; oder das System der Abbildungen ebener Schnitteurven hat 
sich in die dritte Ecke des Coordinatendreiecks und in ein System von Curven 
dritter Glasse aufgelöst. welches zwei Seiten des Coordinatendreiecks nicht 
mehr zu festen Doppeltangenien, sondern nur noch zu festen einfachen Tan- 
senten besitzt. Der durch die dritte Ecke des Coordinatensystems gehende 
(reradenbüschel bildet die Gerade a, ab: man kann ihn übergehen und sich 
nur mit dem System von Curven dritter Classe beschäftigen; dieses hat jetzt 
fünf einfache feste Tangenten, die Bilder der fünf einander nicht schneidenden 
(reraden 

Ba et ri. 

Und so sind wir denn zu der Abbildung zurückgekehrt, von welcher 
wir ausgingen. Denn übertragen wir das System von Curven dritter Classe 
mit füni festen Tangenten in ein System von Gurven dritter Ordnung mit fünf 
semeinschaftlichen festen Punkten, indem wir unter o, o Coordinaten von 
Punkten. nicht mehr von Geraden in einer Ebene verstehen, so haben wir 
genau die im Anfange dieser Untersuchungen benutzten Vorstellungen vor uns. 

Wir haben gesehen, wie die Abbildung mit der Fläche in unmittel- 
barer geomelrischer Beziehung steht, und wie jede Fläche in der angegebenen 
Weise abgebildet werden kann. Wir können also sofort alle früher aus der 
Abbildung hergeleiteten Sätze der allgemeinen Fläche vierter Ordnung mit einer 
Doppeleurve zweiten Grades beilegen. 

Die Untersuchung hat durch eine andere Art der Abbildung hindurch- 
geführt. Wollen wir auch sie in der Weise umgestalten, dass wir unter o, 0 
Punkteoordinaten verstehen, so erhalten wir folgenden Satz: 
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Die Fläche lässt sich auf vierzig Classen von Arten so auf einer Ebene 
eindeutig abbilden, dass die ebenen Schnitteurven sich wieder als Curven vierter 
Ordnung mit zwei festen Doppelpunkten abbilden. Diese Curven gehen ausser- 
dem noch durch vier feste Punkte, die Bilder einer Vier. zu welcher die Ab- 
bildung in besonderer Beziehung steht. Die conjugirte Vier wird dann abge- 
bildet durch vier Kegelschnitte, welche durch drei jener festen Punkte und 
durch die Doppelpunkte geht. Die acht übrig bleibenden Geraden werden 
abgebildet durch die Verbindungslinien der Doppelpunkte mit den vier festen 
Punkten, welche sich sofort als die beiden gegenüberstehenden Vieren aus- 
drücken. Man sieht hieraus, dass von diesen vierzig Abbildungsarten zunächst! 
zwei conjugirt sind, für welche nur die Vieren der ersten Doppelvier ihre 
Rollen vertauscht haben: ihnen stehen die Abbildungen gegenüber, bei welchen 
die gegenüberstehenden Vieren benutzt sind, so dass die vierzig Abbildungsarten 
sich in zehn Gruppen zu vier theilen. Die Doppelpunkte sind die Bilder zweier 
beliebigen Wegelschnitte aus zwei nicht conjugirten Schaaren, die Verbindungs- 
linie der Doppelpunkte ist die Abbildung ihres Schnittpunkts. Uebrigens bilden 
sich zwei Wegelschnittschaaren als Gerade durch einen Doppelpunkt ab: sechs 
andere als Kegelschnitte durch beide Doppelpunkte und zwei einfache feste 
Punkte; die beiden letzten als Curven dritter Ordnung durch die vier festen 
einfachen und einen Doppelpunkt und mit einem Doppelpunkte in dem letzten 
Doppelpunkt. 

Eine solche Abbildung geht in eine der früheren über, wenn die Doppel- 
punkte Kegelschnitte vorstellen, welche in Paare mit einer gemeinsamen Geraden 
ausarlen, wobei diese gemeinsame Gerade dann zugleich eine derjenigen ist. 
welche sich vorher als feste einfache Punkte abbildeten. 


$. 15. Die Auflösung der Gleichung sechzehnten Grades. 


Da man jetzt weiss, dass die sechzehn Geraden sich immer auf die im 
Anfange der Untersuchung betrachteten zurückführen lassen, so kann man 
leicht eine Auflösungsmeihode der Gleichung sechzehnten Grades angeben. 
welche die in $. 12 gegebene an Einfachheit übertrifft. 

Sind nämlich 


6) K=0, 4&=0,...40=-0 (KO = w+49p+4"Np‘) 
die Gleichungen der fünf Kegel, wobei also die vollständige Auflösung der 
Gleichung fünften Grades vorausgesetzt ist, so sind nur fünf quadratische Glei- 
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chungen zu lösen, um die variabeln Tangentenebenen dieser Kegel in der Form 
A+20oB+eoC =(, 
(27.) \A’+20'B’+ 0°C" = 0, 


| 4o 420 BO ,9c® — 0 

darzustellen. Unter den Tangentenebenen eines Kegels sind zweimal vier. 
welche in einem Kegelschnitte und einem Geradenpaar schneiden. Die Werthe 
von 0°’, welche den Geradenpaaren entsprechen, erhält man aus den zehn 
(sleichungen: 

‚0 = (a,b, c, AP +29 BP +0" C®) 

! BER (a, b, +4®9p+B9 +00, A®-+ CH’ FIN "p)". 

Diese Gleichung wird aus (11.) abgeleitet, indem man für den Kegel K’ mit 
dem Parameter 4 die Fläche w mit dem Parameter 0 gesetzt denkt, was auf 


28.) 


die dort benutzte Ableitung gar keinen Einfluss übt; nur bedeuten dann auch 
a, b, e symbolische Coefficienten von w, so dass 


dr Ur Jr 
Kliminirt man 0“ aus (28.) und der betreffenden Gleichung (27.), so erhält 
man eine Gleichung vierten Grades in den x, welche die Fläche 
(29.) 9—-(B9+o9C®9 +I9p9) — 0 
in vier Geradenpaaren schneidet; und verbindet man (28.),. (29.) mit der Glei- 
chung p =0, so erhält man acht Punkte der Doppelcurve, entsprechend den 
Durchschnitten der vier Geradenpaare einer Kegelschnittschaar mit der Doppel- 
eurve. Fügt man noch die Gleichung «.=0 hinzu und eliminirt die x 
erhält man zehn Gleichungen achten Grades in den «u: 
U ° =®, ee 
\ UP —O, yvD—_0, 
(30) U9=0, ’”=®0, 
| 09 —0, v9—0, 
\U9=0, v_0. 


Diese zehn Gleichungen stellen Producte der Gleichungen von je acht Punkten 
der Doppeleurve dar, nämlich immer von den Schnittpunkten der Doppelcurve 
mit den Geraden, die in der entsprechenden Gruppe IV. auftreten. Aber aus 
der Tafel IV. erkennt man, dass je vier Gruppen, aus den verschiedenen 
Horizontalreihen gewählt, immer eine und nur eine Gerade gemein haben. 


„ SO 





Clebsch, über eine Gattung von Flächen vierter Ordnung. 1s1 


welche dann auch noch immer in einer bestimmten Gruppe der fünften Reihe 
auftritt. Man sieht also, dass je vier der Gleichungen (30.), aus verschiedenen 
Reihen gewählt, einen und nur einen linearen Factor gemein haben, welcher 
dann noch in einer bestimmten Gleichung der fünften Reihe auftritt. Indem 
man also diese gemeinschaftlichen Factoren bestimmt. erhält man ohne weitere 
Irrationalität die Gleichungen der sechzehn Punkte der Doppelcurve, welche 
in $. 12 gesucht wurden. Dass, wenn x dieser Punkt ist. die Ebenen 


Dw=0, Dy-yyDp= Dy+7Dp—0 


die zugehörige Gerade bestimmen, ist a.a. O0. gezeigt worden. 

Man bedarf also zur Auflösung der Gleichung sechzehnten Grades nur 
der vollständigen Auflösung von einer Gleichung fünften Grades und von vier 
quadratischen Gleichungen, deren Coefficienten die entsprechenden vier von den 
Wurzeln der Gleichung fünften Grades rational enthalten. Die Anzahl der 
letzteren ist 4, nicht 59, da wie man sah die letzten beiden Gleichungen (30. 
nicht benutzt werden. 


16. Die Wendecurve. 


UN 


Im Bd. 67 dieses Journals p. 14 habe ich für die Abbildung der Wende- 
curve einen Ausdruck gegeben, welcher im vorliegenden Falle eine Curve 
zwölfter Ordnung darstellt. Da die Curve sich im Allgemeinen gegen sämmtliche 
(reraden gleich verhalten muss. von allen in gleich viel Punkten geschnitten 
wird. so muss die Abbildung in jedem der Fundamentalpunkte einen vier- 
fachen Punkt haben, so dass sie jede der Verbindungsgeraden zweier Fundamental- 
punkte so wie den Kegelschnitt 16 noch in vier Punkten treffen. Aber man 
weiss allgemein, dass die Wendecurve von allen Geraden, die auf der Fläche 
liegen, berührt wird, wo sie denselben begegnet. Die Curve zwöllter Ordnung 
der Abbildung muss also in jedem Fundamentalpunkte zwei Rückkehrpunkte 
haben. sie muss jede ihrer Verbindungslinien zur Doppeltangente haben und 
den Kegelschnitt 16 in zwei Punkten berühren. 

Diese Abbildungscurve entspricht einer Raumcurve sechzehnter Ordnung. 


In der That ist es nicht schwer sich zu überzeugen, dass die Hessesche Fläche 
4=0 sich mit der gegebenen Fläche in einer Curve durchschneidet, welche 
die Doppelcurve achlmal enthält. In der That, setzen wir 


f= P-Apvy, 





























182 Clebsch, über eine Gattung von Flächen vierter Ordnung. 


so nimmt die Gleichung der Hesseschen Fläche die Form an 
31.) 4= M+NF, 

wo M aus Termen vierter Dimension in g und p besteht. Der Schnitt von 

4-0 und f=0 kann also durch den Schnitt von M=0 mit f=0 ersetz! 

werden. welcher die Curve y=0, g=0 achtfach enthält, und also ausser- 

dem nur noch eine Curve sechzehnter Ordnung enthalten kann. Zur Dar- 

stellung von ./ in der Form (31.) führt folgende Betrachtung. 

Der Ausdruck 4 entsteht aus dem Ausdruck I=(u,v,w,r)’, wenn 
man darin die Symbole «,«,, v;e, ete. durch die zweiten Differentialquotienten 
von f oder durch 

32.) 2 part PPpa— 2yvp.pr—Ap (pr vi + pw) —2p'wi 
erselzt. Bezeichnen wir die fünf Glieder dieses Ausdrucks durch 1. 2, 9. 
4. 5. Dann besteht 4 aus der Summe von 70 Termen, jeder mit passenden 
Polynomialcoeffieienten multiplieirt; und zwar entstehen die 70 Terme dadurch. 


\2 


dass man in (w,e,w,r) die w,u,, v,o, ete. in allen Combinationen durch die 
verschiedenen Ausdrücke 1, 2, ... 5 ersetzt. Bemerken wir nun, dass oflfen- 
bar Null entsteht, wenn die Terme 1 mehr als einmal eingeführt werden. 
oder die Terme 3 mehr als einmal, oder die Terme 4 mehr als zweimal. 
oder wenn die Terme 3 und 4 irgendwie in demselben Terme von 4 benutz| 
werden. Lassen wir ausserdem alle Terme von / aus, welche die Factoren 
j. p zur vierten oder höhern Dimension erhalten. so sehen wir, dass nur 
Terme übrig bleiben können, welche aus der gleichzeitigen Benutzung fol- 
sender Terme von (32.) enistehen: 


12 202 
12 23 
12204 
1255 
121404 
2 22 3. 


Bezeichnen wir die entsprechenden Terme von 4 durch (1222), (1223 
elc., so ist das Aggregat der Terme, welche nicht ohne Weiteres in M eingehen: 
M' = 4(1222) +12 (1223) +12 (1224)+24 (1235) + 12 (1244) +4 (2223). 

Bezeichnen wir nun die symbolischen Coefficienten von y durch a, b.... 
die von w durch &, $ .... so dass 


„” 
’ 


2 2 ’ 
9 =, = vyaaz—=Pß 
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so ist, mit Hülfe ähnlicher Rechnungen wie in $.12: 
(1222) = 2y’.(gbed)'=2y’.(abed)(pbed)a,= 4y*.(abed)*. 
Dieser Term geht also in M ein. und ist bei M’ nicht zu berücksichtigen 
Ferner wird 
(1223) = —Ap'w(pbep)" = —Ay’w(abep)(ypbep)a, 
= —#p wl(abep)iy(abep)—p(abey)\ 
= —3gw(abep) +$Y wp(abep)(abed)d, 
—tg’w(abep) +4y’wp’(abed)'. 
Das letzte Glied kann man wieder auslassen. und in M’ den Term (1223) durch 
— #g'w(abep)‘ erselzen. Sodann hat man: 
(1224) = — 16yp(gbep)(ybew) 
— 16yp’p(abep)(pbew)a, 
— Is plabep) |(abew)y—(abey)w\ 
= — Isgplabep)(abew)+iypw(abed)'. 
Dieser Term kann also ganz übergangen werden. 
Der nächste Term in M’ ist: 
(1235) = BSwp’p(gbpa)' 
—= Syp'p(labpe)(pbpe)a, 
—= Ayp’p(abpe) |(abpa)p—\abpe)p+(abgyp)e.‘: 
Von diesen drei Termen ist nur der letzte zu benutzen. welcher die Form 
annimmt: 
4vp'plabpw)(abep)e, = $wp'p(abep)|(abew)p—(abep)w!}: 


und hier kann abermals der erste Theil übergangen werden, so dass nur bleibt: 
—4p'yw(abep). 
Ferner hat man: 
(1244) = —64ypp’(pbpw) 
= —bdyp(abpy)(pbpy)a, 
— —32pp(abpw)i(abpw)py-—(abyw)p-+labgpp)w). 
Nur der letzte Term ist zu berücksichtigen, und zwar wird derselbe: 
— 32ppw(abgp)(abpw) = —32ypp'w(abep)(abpw)e, 


= — Popp’w(abep) |(abew)p—(abep)w}. 


wobei wieder nur der letzte Term zu berücksichtigen ist. Endlich ist: 
(2223) = —?2y’w(abep)‘. 
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Fassen wir alles zusammen, so wird mit Uebergehung der in M ein- 
tretenden Theile: 

M = —R4pwy(abep)'|gp' -Ap’wt. 
Dieser Rest ist also durch f theilbar, was zu beweisen war. 

Die im Vorstehenden gegebenen Resultate erleiden in besonderen Fällen 
mannigfache und interessante Modificationen. Aber die Zahl der besondern 
Fälle. welche Berücksichtigung verdienen, ist so gross, und die dabei auf- 
tretenden Erscheinungen so verschiedenartig, dass sie einer besondern Dar- 


stellung vorbehalten bleiben müssen. 


Giessen, den 12. April 1868. 








Neuer und direeter Beweis eines Fundamentalsatzes 
der Invarıantentheorie. 


(Von Herrn Aronhold.\ 


I meiner Abhandlung Bd. 62 dieses Journals pag. 251 bin ich bei 
der Ableitung der Grundgeselze der Invariantentheorie von den Transformations- 
gleichungen ausgegangen, welche man durch Einführung einer linearen Sub- 
stitution in eine allgemeine homogene Funclion p'® Ordnung von » Variabeln 
erhält. indem man die in Functionen der Substitutionscoeffieienten ausgedrückten 
Coeflicienten den entsprechenden einer passenden transformirten Form „leich- 
setzt. Hiedurch habe ich unter Andern die Anzahl & der Bedineungselei- 
chungen zwischen den Coeffieienten beider Formen gleich der Differenz der 
Anzahl der Transformationsgleichungen und der Subslitulionscoeflicienten er- 
halten. indem ich vorausseizie. dass die Substitulionscoelficienten bestimmte 
Werthe annehmen, wenn man die zulässige Anzahl von Coellieienten der 
translormirten Form durch die übrigen ausgedrückt. und den letztern zwar all- 
gemeine, aber nunmehr unveränderliche Werthe beigelegt hat. 

Zu der vorläufigen Annahme bestimmier Substlitutionscoeffieienten war 
ich berechtigt, weil im weitern Verlauf eine ganz besondere und ausführ- 
liche Behandlung der Substilutionscoelfficienten. welche diese Annahme wicht 
voraussetzt. zu dem Resultate führt. dass sich die Substilulionscoeflieienten 
in den Gleichungen separiren lassen und alsdann eine völlig bestimmte Sub- 
stitution geben. In der That gehe ich bei der Lehre von den zugehörigen 
Formen und Covarianten,. pag. 316 und folgende. nur von » von einander un- 
abhängigen Invarianten aus, was ohne obige Annahme zu machen zulässig 
ist. und leile aus denselben » von einander unabhängige zugehörige Formen 
ab. Alsdann zeige ich, dass die transponirte Substitution nur eine Umlormung 
der Gleichungen ist, welchen diese » zugehörigen Formen definitionsmässig 
genügen. Dadurch erhalte ich endlich ganz bestimmte von willkürlichen Para- 
metern freie Substitutionscoeffieienten ; denn wenn die transponirle Substilulion 
u willkürliche Parameter hätte, so könnte sie nur a— u Gleichungen identisch 
erfüllen, und es könnten nur »—ı und nicht » von einander unabhängige zu- 


gehörige Formen exisliren. 
Journal für Mathematik Bd. LXIX, Heft 2. 24 
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Diese ganz strenge und durch die formale Behandlung des Stoffes 
jener Abhandlung gebotene Beweisführung ist, aus dem Zusammenhang heraus- 
senommen, keine direete und scheint deshalb zu dem Bedenken Veranlassung 
vegeben zu haben. ob die angegebene Zahl der absoluten Invarianten hin- 
länelich sicher sei. denn wenn die Substilutionscoeflicienten sich mit « will- 
kürlichen Parametern behaftet fänden, so würde die Zahl der absoluten Inva- 
rianten gleich &+ 1 sein. Herr Clebsch hat daher im Bd. 65 dieses Journals 
pag.267 einen andern Beweis zur Bestimmung der Zahl & aufgestellt, welchem 
die Definition der Invarianien als Integrale partieller Differentialgleichungen zu 
Grunde gelegt ist, allein dieser Beweis zeig! nur, dass die Zahl nicht kleiner als 
co» sein kann. weil die Unabhängigkeit der ursprünglichen partiellen Differential- 
oleiehungen vor einander nicht bewiesen ist. 

Um zu beweisen, dass die Zahl wirklich gleich & ist, hat Herr Christoffel 
Bd. 68 dieses Journals page. 267 in einer sehr eingehenden Weise diese Unter- 
suchung der Unabhängigkeit der partiellen Differentialgleichungen von ein- 
ander „geführt. indessen dazu ebenfalls den oben angegebenen Satz von der 
Existenz von » von einander unabhängigen zugehörigen Formen benutzt. wel- 
cher nach dem Obigen schon ohne Zuziehung der partiellen Differentialglei- 
chungen den verlangten Beweis liefert. 

Ich will nun auf ganz directe Weise zeigen, dass die Substitution von 
willkürlichen Parametern frei ist, und dabei weder die Existenz von » zuge- 
hörigen Formen, noch andere Sätze der Invariantentheorie voraussetzen, so dass 
der Satz bei der Begründung der Invariantentheorie gleich von vorne herein 
eine Stelle finden kann. 

Es sei 


1.) x = IE ++ + amME 


- „’n 


eine ursprüngliche Substitution, welche, wenn F(x,,X....x,) und F'(S,,.55,... 


n, 


die ursprüngliche und transformirte Form bedeuten, der Gleichung 


\ 
} 
J 


‘ W \ v/% o fen 
(2. F (Ts Ta Er Tu, — F (sı> Son... S, 


(renüce leisten muss. 

Ergiebt sich, dass sich aus allen Transformationsgleichungen nur n’— u 
Verbindungen der Substitutionscoefflieienten herleiten lassen, so kann man auch 
nur diese Verbindungen bestimmen, und daher auch nur »’— u Substitutions- 
coefficienten durch die übrigen, oder alle, durch « willkürliche Parameter 


ausdrücken. 
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Es bezeichne Ö eine Differentialion. welche »aur nach diesen willkürlichen 

Parametern stattfindet, dann folgt aus (1.): 
(3.) Or, = da) E, 4029 £, BR Or). 

Wenn man die aus (2.) zu eninehmenden Transformationseleichuneen in dem- 
selben Sinne differentiirt,. so werden die rechten Seiten gleich Null. weil die 
Substitutionscoeffieienten,. welche die willkürlichen Parameter enthalten. nur auf 
den andern Seiten vorkommen. Man kann diese Dilferenliation aber mit der 
Gleichung (2.) selbst vornehmen. wenn man nur die Variabeln x, als durch 
1.) gegebene Functionen der &, und alsdann die &, als beliebiee Grössen an- 


sieht. Dieses giebt, in dem angedeutelen Sinne: 


OF (x, ME U 2 0 
oder 
als we . dF 5 
(4.) 04 +- 0.4: da, = 0, 
Er. dr, d., R dx, 


und diese Gleichung muss identisch gleich Null werden. nachdem man in der- 
selben die Substitulionen (1.) und (9.) ausgeführt hat. Da aber die Substi- 
tutionsdeterminante nicht verschwinden soll. so kann man auch, was bequemer 
ist. die Variabeln S, in (4.) überall durch die x, ersetzen. und alsdann (4. 
für alle Werthe der letzteren verschwinden lassen. 
Hierzu ist die zu (1.) inverse Substitution nöthig. welche durch 
td) „. 


’E E _ :zd ı. Di), 
(9.) Si a x =ı TC, =) IC) a IL, 


bezeichnet sei. Wendet man dieselbe auf ‘3. an. so ergiebt sich 


6.) du = m FE ITP +2, EEE ITP +... +2, 2:9 Ir. 


Man denke sich nun alle Werthensysteme der Variabeln x,, welche Wurzeln 


der (a—1) Gleichungen: 











dF dF dF dF 
( — er en ), rd — ) 
(7, dx, 0, "7 0, dt, ‘ dx, 
sind, so geht für jedes dieser Systeme die Gleichung (4.) in 
dF „5 
da. KL ri 0 
r ai: i de A dF 
über, und da gleichzeitig mit dem System (7.) nicht — =0 sein kann, weil 
dı; 


sonst die Discriminante von F verschwinden würde, so muss für sämmtliche 
den Gleichungen (7.) genügende Werthensysteme 
(8.) Or, _— 0 


24 * 
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sein. Die Anzahl dieser Werthensysteme ist bekanntlich gleich (p —1)""', was 
immer grösser oder gleich x ist, mit Ausnahme des Falles p=2, der deshalb 
auszuschliessen ist. Mithin ist dx, mindestens für » und mehr als » Werthe 
vleich Null. dx, ist aber wegen (6.) eine Öineare Function der Variabeln. Wenn 
daher dir, nicht identisch gleich Null wäre, so müssten alle Werthensysteme, 
welehe Wurzeln der Gleichungen (T.) sind, ein und derselben linearen Glei- 
chung genügen. Vass dieses unmöglich ist, so lange F eine allgemeine homo- 
voene Funetion ist, lässt sich einsehen, wenn man die Bedingungen aufstellt, 
welche andernfalls stattlinden müssten. Da aber diese Bedingungen dann wirk- 
lich und rational erfüllt sind, also auch erfüllt bleiben müssen, wenn man f 
auf rationale Weise specialisirt, so gelangt man kürzer zum Ziele, wenn man 
in irgend einer derartigen aber sonst beliebigen Speeialisirung von F zeigt, 
dass » Werihensysteme vorhanden sind, deren Determinante nicht verschwindet, 
da es dann im allgemeinen Falle gewiss solche giebt. Man setze daher z. B. 
in den Gleichungen (7.) die Coefficienten der (p—1)!®" Potenzen, also die Co- 
effieienten von @4', 27”, ... x’ gleich Null, dann genügt man den Glei- 
chungen (7.) durch die » Systeme: 


Li u l 5 IL, ne Ö, I, =— 0, 
Li, = 0. LI, _- 1 $ [3 LT, Bu 0, 
u. Sue .. a Ve 


deren Determinante gleich 1 ist. Mithin genügen diese gleichzeitig keiner 
linearen Gleichung, folglich kann es auch im Allgemeinen nicht Statt finden, und 
dr muss identisch verschwinden. 
In Folge dessen ist wegen (6.) 

zZ IEd =-0, ZENIED = 0, 

und daher, weil die Substitutionsdeterminante nicht verschwindet: 
9) daPd=0. 

Die Gleichung (9.) sagt aus, dass für p >? die sämmtlichen partiellen Ab- 
leitungen der Substitutionscoeffieienten nach den willkürlichen Parametern gleich 
Null sind; daher folgt. dass die Substitutionscoefficienten keine willkürlichen 
Parameter enthalten. 


... ZW dd = 0 


n 


Man kann sich sehr leicht davon überzeugen, dass in der vorstehenden 
Theorie auch der directe Beweis enthalten ist, dass die partiellen Differential- 
gleichungen linear von einander unabhängig sind. 

Zu diesem Ende setze man die Werthe von (6.) wirklich in (4.) ein 
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und bezeichne der Kürze halber die Coefficienten von (6.) durch 


(10.) (ik) = ZW Ic; 
dann geht (4.) über in 
44 \ 2. dF 
(11,) Z’(tk) 2, — u 0. 
e u 


Da nun bewiesen ist, dass die (ik) —=0 sein müssen, so folgt, dass man der 
vorstehenden Gleichung nur auf diese eine Weise identisch genügen kann. 
oder dass die Functionen 

dF 


linear von einander unabhängig sind. 


Setzt man aber in 2. statt der Potenzen und Producte der Variabeln 
die entsprechenden partiellen Ableitungen der Invarianten, so erhält man die 
linken Seiten der Differentialgleichungen. 

Die Gleichung (11.) kann daher auch zur Vervollständigung des von 
Herrn Clebsch gegebenen Beweises dienen. 

Aus der vorstehenden Theorie geht noch die bemerkenswerthe Thal- 
welche Herr Christoffel a. a. O. pag. 249 


benutzt, um die lineare Unabhängigkeit der partliellen Differentialgleichungen von 


sache hervor, dass die Multiplication A,,, 
einander zu beweisen, eine bestimmte Bedeutung haben, nämlich dass sie die 
linearen homogenen Functionen (ik) (10.) der Variationen der Substitutionscoef- 
fieienten sind. Hieraus folgt unter Andern ganz direct, dass die parliellen 
Differentialgleichungen wirklich von einander abhängig werden, wenn die 


Substitutionscoefficienten willkürliche Parameter enthalten. 
Berlin, im Juni 1868. 


f 
x 
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Ueber den Zusammenhang gewisser Determinanten 
mit Bruchfunctionen. 


(Von Herrn M. Dietrich zu Regensburg.) 


Schon länger bekannt und leicht zu erweisen ist die Bemerkung, dass 
die in der Entwicklung einer rationalen Bruchfunction nach Potenzen ihrer Va- 
riabeln auftretenden Coeflieienten sich durch Determinanten ausdrücken lassen, 
welche die Coefficienten des Nenners in eigenthümlicher regelmässiger Weise 
enthalten. 

Setzt man nämlich den Bruch 

rer: 
1I+9,2+9,2°+9,2°+ 


so ergeben sich zur Bestimmung der Coefficienten g durch Multiplication mi! 





” Put pic +gpx° == p; ce ..., 


dem Nenner und nachherige Identifieirung der beiden Gleichungsseiten die 
Relationen: 

Y% = fh 

Pıt Yı = fh 
PrNPMTRM—=h: 


put g Pit NRPn2t tg = Ei. 


Durch Auflösung erhält man sogleich: 


ei‘... 10,1, 0, 
u Er | 0. 9»,1. 0, | 
pP - iu VRR Jı» 1. 0. ER 2 0, Q2» 9ı> 1, 0, | 
| . . . . . | a ; | 
fa Ins In—ı% EEE . 9 1, In» IAn—1» N s 9) 





oder durch Reduction des Nenners 

ii 
f» 9, 1, 0, 
= (1). fa 9%, 9, 1. 0, ... ; 





| 


Far In ’ In—ı eo. 00. 












F 


u 
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also auch durch Entwicklung 
9ı ’ 1. 0, ... | 
\ VR F, Yı 9’ 1, 07 ..o. | 


f \s / 2 | ö , » | 
Pu _— | A ) . \ ho» 19, I» 9ı . 5: 0, ru I fi is 
rain wu | 
| | In—1% In—2 9 ATREuUeTE ; 
u reg gı 
. 9» Jı» 5 0. u “ e 
+f2-| g ..tf,) 
| \ 
| In—2 9 In—3 » TER ERT 9ı 
Man sieht sogleich. dass die aus den Zahlen y gebildeten Determinanten ein- 
N . D| . . 7 . N . N . 
[ach die Coeffieienten der Entwicklung von Ä —— sind und bei 
PNe+gne+ 


allen Brüchen mit letzterem Nenner in gleicher Weise vorkommen. 

Im Nachfolgenden soll nun umgekehrt aus dem Bau der eben betrach- 
teten Determinanten auf ihre Entstehung aus einer Bruchentwicklung geschlossen 
und dies auf Determinanten ausgedehnt werden, welche nicht aus einer Reihe 
von Zahlen. sondern aus mehreren periodisch auf einander folgenden Zahlen- 
reihen in ähnlicher Weise gebildet sind. 

Hat man zunächst die Determinante 





dı. i, 0. 0, 
0, ER 5 & 
| 
A; = |. 
5 WB TA FE u | 
la,, ia u aan a ar a, 


so erhält man durch Entwicklung derselben nach den Gliedern der ersten 
Vertikalreihe sofort 
(1) 4,= A -%.A,.+9.4,,3—"ta,. 
Bildet man ferner mit den gegebenen Zahlen a die Reihe 
az) = 14a +mr+a,0°+--- 
und mit den aus jenen darzustellenden Zahlen A die Reihe 
Az) = 1-Ac+A8°—A;rd+-, 


so ist hier sogleich 


A, Ka Al 


n! 
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durch die Zahlen a oder die Function «(x) zurückgeführt. 
Nun giebt die Multiplication obiger Reihen 








und hiemit die Darstellung der Determinante A, auf die der Function A/r 


A(z).a(z) = 1—A-4)2+(A—A, +9)’ —- A —- A, + Am —a)a ti... 


also, da hier die Coeflicienten der einzelnen Potenzen von x wegen der Glei- 


chung (1.) alle verschwinden, 
ai 1 
A (2).a 2) = 1 oder A (x) = —.. 
a(z) 
Es ist daher die zu beslimmende Determinante 


1, EN aA). 
5 n! "Nale) /v 


Sodann geben die beiden Determinanten 
la, 1. 0, 0, u b,.- 1. 0, 0. u | 
| (>. b, . 1. 0, ... | b». ds 1, 0. u... | 


A; b,. (dA, 1. 








| | 
'b;. ds. b,, 1. .o.| 


AZ und DB, = ; 
| . . . . 
| | 
| . . . | f 
| | | 
| a A 15 | ie. 6, R a TEE | 


welche alternirend mit a, und 5, schliessen, durch Entwicklung 


\ A, a a, B,.-ı ‚u d; As: u. ud; D,_; rer 2 di, 
\ B, 2 b, A,{Y—b: ap - b; A a a ++ b,. 


Bildet man ferner die Reihen 


F 


2.) 


n—J3 


az) = l1+ac+ar’+ta,0° +: 


ba) = 1+bc+br’+b,0°+--- 
und 
A(z) = 1-B,2+4, 8° —-B,®°+A,0— -- 
B(x) = 1-A, c+B,2-A,0+B,0"—---. 
so ist einmal 
Or 'B(x) 


0 


(2n-+1)! 


n? + 
0,A(x) 
Pe" 


2n @n)! 


0 


A: +1 





Dann erhält man durch Multiplication: 

A (®) .4d (x) —— | Ss B,-a)r +(A,—aB, +4,)2°— B, — aA, +a,B, —4A,) 2° 
A\ac).b(2) = 1—(B,—b,)e+(A,—b,B, +b,)e’— (B,— b, A, + b,B, — b,) x’ 
B’x).a(z) = 1-(A,—a)r+(B,—a A, +0)r°— (A, —a,B,+a, A,—a,) x 
b(x).db(x) = 1-(A, -b)e+ B—b,A,+b,) 2’ —(A,—b, B,+b,A, —b,) x? 
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welche Gleichungen sich mit Beachtungen der Relationen (2.) reduziren au! 


A/z).a(x) = 1—-(B,—-a,)2—(B,— a, A,+4+@a,B,—a,)x 
A(z).b(z) = 1+(4—5,B,+b)2+(A,—b,B +54 —b,B,+b,)a*+-- 


4 


Bx).a(x) 
B/x).b/x) 


Hieraus ergeben sich leicht die Gleichungen 


deren Auflösung 


A(z) 


B(«) 


A’z).ac)+ A —x).a —x) 


A(z).b(x)— A(—r).b—x 


B(z).a(x)—-B(—x).a(— x 


B(z).b(z)+B(—x).b(—x 





OA u SS 8 


- a(— =) 
4 —b(— x) 
ß b(—-x) 
‚. el R)| 


oder nach kurzer Reduction 


A(z):B(x):1 


— 





I 


I 





az), 
b(x), 
b(x), 


ax), 


— 2b (—r):—Ra(— x): 


1 I (B,—a, A, ta)’ + B,—a, A; +4a,B,— a, A, 
l 2a A,—b)c- (A; —b,B,+b,A, — b,) 2 - 


ıa(z). 
| 


b(x). 


3 


rad,)x 


a(— x) | 


{ 


—b(— x) | 


liefert, wo der dem A(x) und B(x) gemeinschaftliche Nenner leicht als Function 


von x” zu erkennen ist. 
Sei dann weiter 


di» 





1. 


J 


bi» 


_ eiiite 
(d;s b;, 


TER bı» 
BE b;. 
BE une ro b;, 
C2, a, 1, Br b;, 
EEE B. 
er ri, 
a en 
_ |» %; b1, 1, .. 
#: Gy dy, 5, Cı, 1, 
it 
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woraus | A, = m B,M—-%Ü0,.+4; A„s— aB,44+ 
(83.) ‘B, b,C, 1 —-bA,o.+b,B,,-b,0,u+ 
| GC = 1A, 6 B,_+ 0; 0,3 — GA, ++; 
dann a(z) = 1+ac + mm +a,0°-+--- 
b(z) = 1+b,c+ba+b,0°+.-- 
cz) = 1+ac4+0, "+2 +-- 
und A(z) = 1-0, 2+B8—- A20°’+0,0°—-- 
1— A,c+0,2°—B,.”+A,0'— -- 
(x) 1—B,2+A,.2°—- O,®+B,0— -- 
Hieraus wird erstlich 


I 


> 
S 
I 


I 


(— 1)% N3n A/..\ 
Ay = mr OrAla 





4 8 ke 1er nl) 
I3Sn+1 77 (3m er 1)! “g. I X Ju» 


NE ge 
(3n +2)! 
Ferner findet man durch Multiplication und Reduction mittelst (3.) die Gleichungen: 
r)aa)=1—(C,—a)c+(B— a0, +a,)x+ (0,—a,A;+@B;— a,0,+a,) a0’—--. 
(a).b(a)=1—(C,—b,)r—(A;—b,B:+b,0,—b,\ 2’ +(C,—b,A;+bB,—b,C,+b,)a*’+-. 

Az).ca)=1+B— 0, +0) —(A—cB+60,—6)&® —(B,—-)a°+-. 


/ 


N3n-12 ; 
Az242 0, C(z)- 


B(x).a @)-1+(0G—a, A +@)2°—(B— a0 +, Aa) —(O,- m +. 
Ba)ba)-1— A, —b)c +0, —b, A, +b)a + A, )2t— 
B(z).ca)=-1—/ A, —ca)c—(B—- 0 +6A, —)o® +, 

Caz)a2)=1—(B, —-a)2—-(G—-a,A+a,B—a)2°+:-, 


Ca)b(r)=1+(A—b,B,+b.)2°— (0, —b,A;+b,B, —b,)® —--- 


Ca).ce)=1—(B-c)e+A—aB+teo)e + B—-)et—--, 


9’ 


und aus diesen, wenn 0 eine primitive Wurzel der Gleichung z=’—1=0 bedeutet. 
A(z).a(z)+A(ox).a(ox)+A(o’z).a(o’x) = 3, 

’ | Ä Ä un 2, ER 
A(x).b’2)+0.Aloxr).b/ox)+0'.A(o’z).b(o’z) = 0, 
Alz).c/z)+0°.A/ox).c/oX)+0.A(o’r).c(e’r) = 0. 
B(\x).b(x)+Bl(ox).b/ox)+Bio’r).b/e’r) = 3, 
B(x).c(x)+0.Bior).e/ox)+o'.B’o’xr).c(o’r) = (0, 
B(xz).a‘x)+0’.B\ox).a(ex)+o.B(o’x).a/o’x) — 0, 
(z).c,2)+C(ex).c/ox)+C(o’x).cio’z) = 3, 
Ciz).alx)+o.C(ex).a(ox)+0’.C(o’z).a(o’r) — (0, 
” 2 ! f \4 Po 
Ca).bie)+oi.Cior).b(ex)+o.C(o’z).b(o’x) = 0. 
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Löst man diese Gleichungen nach A/x), B(x) und C(z) auf und beachtet. 
dass sich durch die wegen o0°=1 zulässige Multiplication der zweiten und 
dritten Vertikalreihe der Nenner der Werthe von B/x) und Ü(x) mit o und 
o’, oder mit o* und oe dieselbe Function von x’ ergiebt, welche den Nenner 
von A(x) bildet, so erhält man 

A(2):B(z2):C(z@):1 


19.b(ox), o’.b(e'z)| „|9.clox), e.c/e @)|,. lo.a/ox), o0°.a o’x, 


IE. e(er),o.cleE) 


Ia(x), Rn .„  ale’z) 





"lor.a aox),o.a’o’z)) |e.b/ox). o.b\.o'x) 
b(z),o.b(ox), 0°.b/o’x) ° 
ce (x), 0°.c/ox), 6.c{o’x) 


Nimmt man nun endlich allgemein mit den Zahlen oberhalb A und a als Zeigern 


a. 1.0.0. 
“um 
| ) 
Kerr iR : 
W creE „SE TE u a 95 3 1 


| dns ar . 
also auch 
(4.) A, = WA - BA 4 db; je 7 RER A TR, Zul 
[ferner 
az) = 1+act+r+adn+--- 
und 


Aa) = 1-Ate+ A HALT FA rAHE Fe 


an. so ist zunächst 
a.) ach n 





u (mi rt 
Sodann entstehen mittelst der Beziehungen (4.) für die Functionen A(x) die 
Gleichungen: 
A'(z).« (2) + A'lox).a (Ex) ++ A (ot n).ale ec) = K, 
ie +0.A'/or). A o.Akoe).r lee) =. 
m +0. ZUR) a (ex) u er al ne 377 nal a ee! 


Ale) .a*(z) Er Zu Mn ox).a“ faälb + 90-961 . Al0"2).a (ea) = 0, 
A'(z).a' (x) + ga .A'(ox).a' (ex) ++ Ho ID, 4 (0 ""z).a' (0x) 
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wo o eine primitive Wurzel der Gleichung z’—-1 = 0 vorstellt. 





Durch Auflösung erhält man schliesslich : 





Ale) = 
3 ; 2 1 1 2 % 1 \ 
o.a*'(ox), E*.a (er), ... | Ja), a'ox), 00T) 
o.#r’ (or), re a’ 2), 0. (ex), ...,o!.alo'z) | 
. . . . . . . . “ * . | I . . . * u . . . . . . . t 
B 22-2 i-1/,2.,N k De, we De nf 
0 a 0%), 0 (02) a'(x), o'.a*(or),..... o* 1°, a* o* 12) 








Auch hier zeigt sich der Nenner, der durch die Substitution von 0" x für x 
im Werthe unverändert bleibt, als eine rationale Function von x. ’ 

Das Vorstehende giebt zugleich die Auflösung des durch (4.) ange- 
zeigten zusammengesetzten Gleichungssystems: 


i—-a = WU, 
A—am1A ta = (0, 
A!—-a 3+mAi—al = 0, 


I 42 k — 
A, — 1A _N+t_”1,A, ot +: ta! — v. 
A -a =(, 
2 2 3 2 
3—-aAitm = O0, 


3 “ u 1 — 2 
A, ‚— aA, I un u a IR 1 + „+1 Tr ° +ta, Zn 0, 


A—-a = (0, 
AR—-aAta = (, 


A,— Ant ta nt 0441 An _ tt = 0. 
Regensburg, im April 1868. 
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Zur Theorie der Flächen zweiten und dritten 
Grades. 


(Von Herrn @Geiser in Zürich.) 


I. 


Durch Rotation eines Kegelschnittes um seine Hauptaxe entsteht eine 
Fläche zweiten Grades, welche im eigentlichen Sinne des Wortes zwei Brenn- 
punkte besitzt und deshalb einer elementaren Behandlung zugänglich ist, die 
sich nicht aul andere Flächen zweiten Grades ausdehnen lässt. Man überzeugt 
sich in der That leicht, dass die Methoden, welche in dem ersten Bande von 
Jacob Steiners „Vorlesungen über synthetische Geomelrie“ auseinandergeseiz!i 
sind. sich sofort auf die charakterisirten Rotationsflächen ausdehnen lassen. 
Resultate, welche an diese Methode anknüpfen. sollen in der vorliegenden 
Abhandlung zunächst abgeleitet werden und weitergehenden Untersuchungen 
zur Einleitung dienen. — 

Für die Brennpunkte einer Rotationsfläche der bezeichneten Art*) gilt 
der Satz: Fällt man von einem Brennpunkte aus Perpendikel auf sämmtliche 
Tangentialebenen der Fläche und verlängert jedes dieser Perpendikel um sich 
selbst, so liegen die erhaltenen Endpunkte (die Gegenpunkte des Brennpunktes 
in Bezug auf die Tangentialebenen) auf einer Kugel. welche den andern Brenn- 
punkt zum Mittelpunkt und die Hauptaxe der Fläche (die gleichbedeutend mit 
der Hauptaxe des erzeugenden Kegelschnittes ist) zum Radius hat. Sind also 
von der Fläche ein Brennpunkt und eine Tangentialebene gegeben, so muss 
der zweile Brennpunkt der Mittelpunkt einer Kugel sein, welche durch den 
Gegenpunkt des ersten Brennpunktes in Bezug auf die Tangentialebene geht. 
und die zudem die Hauptaxe der Fläche zum Radius hat. 

Man nehme ausser dem einen Brennpunkt B zwei Tangentialebenen 
T, und T, an; der zweite Brennpunkt A ist dann der Mittelpunkt einer Kugel. 


*) Es giebt offenbar zwei verschiedene Arten von Rotationsflächen zweiten Gra- 
des, die sich dadurch unterscheiden, dass bei der einen die beiden Brennpunkte reell 
bei der anderen imaginär sind. Wir haben es hier zunächst mit denen der ersten 
Art zu thun; bei denjenigen Fragen aber, welche im Grunde algebraischer Natur 
sind, werden die Flächen der zweiten Art nicht von der Betrachtung ausgeschlossen 
werden können. 
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welche die Gegenpunkte B, und 5, von B in Bezug auf T, und T;, enthält: 
er liegt also in der Ebene E, welche man in der Mitte der Strecke BB, 
senkrecht auf diese Gerade errichten kann. Diese Ebene E geht auch durch 
die Durchschniltsgerade g von T, und T;; in der That steht g senkrecht auf 
der Ebene BB,B, und der Durchschnitt s von g mit dieser Ebene ist zugleich 
der Mittelpunkt des Kreises, welcher durch BD,B, gelegt werden kann, wo- 
mit die Behauptung erwiesen ist. Es ergiebt sich ferner: die Ebene, in wel- 
cher A liegt, und die Ebene, welche durch DB und g bestimmt ist, sind sym- 
metrisch zu T, und 7%, d. h. bilden mit diesen Ebenen gleiche Winkel, ein 
Satz. dessen Beweis in der Ebene BB,B, geführt wird. Man schneidet die 
vier Ebenen (T,. T,, die Ebene der A und die Ebene gB), welche g ent- 
halten. durch die zu g senkrechte Ebene BB,B,; man hat dann in dieser 


Ebene vier durch s gehende Geraden st,. st,, sb, sa, deren Ursprung durch 
8 -) : > 


b/ 
die Bezeichnung angedeutet ist. Jetzt ist Zas, =BBb,Bb, = !B,sB=Bst,, 
w.z.b.w. Damit ist auch der nachfolgende Satz evident: Legt man von der 
Durchschnittsgeraden zweier Tangentialebenen T, und T, einer Rotationsfläche 
zweiten Grades aus Ebenen durch die Brennpunkte A und DB derselben, so 
sind diese Ebenen zugeordnet harmonisch zu den Halbirungsebenen der Winkel. 
welche T, und T, bilden. Oder auch: Sind von einer der bezeichneten 
Flächen ein Brennpunkt BD und zwei Tangentlialebenen gegeben, so liegt der 
zweite Brennpunkt A auf der Polarebene des Punktes B in Bezug auf die- 
jenige Fläche zweiten Grades, welche aus den winkelhalbirenden Ebenen von 


T, und T, besteht. 


11. 


Da nur eine einzige Kugel durch vier von einander unabhängige Punkte 
im Raume gelegt werden kann, so lässt sich schliessen, dass im Allgemeinen 
eine Rotalionslläche zweiten Grades durch einen Brennpunkt und vier Tan- 
sentialebenen vollständig bestimmt ist; der zweite Brennpunkt ist dann der 
Mittelpunkt derjenigen Kugel, welche durch die Gegenpunkte des gegebenen 
Brennpunktes in Bezug auf die vier Tangentialebenen geht. Man kann aber 
nach dem gefundenen Satze sagen: Legt man durch den gegebenen Brenn- 
punkt und die Kanten des Tetraeders, welches von den Tangentialebenen ge- 
bildet wird, Ebenen und sucht zu jeder derselben eine durch die nämliche 
Kante gehende, mit ihr symmetrisch zu den beiden in der Kante zusammen- 
stossenden Tetraederflächen gelegene neue Ebene, so werden die sechs auf 
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diesem Wege erhaltenen Ebenen sich in dem gesuchten zweiten Brennpunkte 
der Fläche schneiden. Oder auch: Jede Kante des Tetraeders eiebt zu einer 
Fläche zweiten Grades Veranlassung, die aus den winkelhalbirenden Ebenen 
derjenigen Tetraederllächen besteht, welche sich in ihr schneiden: sucht man 
nun zu dem gegebenen Brennpunkte die Polarebenen nach diesen sechs Flächen 
zweiten Grades. so treffen sich dieselben in dem gesuchten zweiten Brenn- 
punkte. Die sechs erwähnten Flächen zweiten Grades haben die Mittelpunkte 
der acht Kugeln gemein, welche dem Tetraeder eingeschrieben werden können: 
diese acht Punkte liegen so. dass jede Fläche zweiten Grades. welche sieben 
von ihnen enthält, auch durch den achten geht. Also kann man folgende neue 
Form des Salzes aufstellen: Die beiden Brennpunkte einer Rotationsfläche 
zweiten Grades, welche die vier Ebenen eines Telraeders berührt, sind con- 
jugirte harmonische Pole in Bezug auf das Bündel der Flächen zweiten Grades. 
welches durch die acht Mittelpunkte der dem Tetraeder einschreibbaren Kugeln 
bestimmt wird. Dieses Flächenbündel ist zudem von der besondern Art. dass 


alle ihm zugehörigen Flächen das Tetraeder zum gemeinsamen Quadrupel haben. 


11. 


Im Allgemeinen ist also eine Rotationsflläche zweiten Grades durch 
vier Tangentialebenen und einen Brennpunkt vollkommen eindeutig bestimmt. 
so dass zu einem ersten Brennpunkt im Allgemeinen stets ein, aber auch nur 
ein zweiter Brennpunkt gehört. Eine Ausnahme hiervon machen die Ecken 
des Fundamentaltetraeders. denn zu einer Ecke gehört als zweiter Brennpunkt 
jeder beliebige Punkt der gegenüberliegenden Seiltenlläche:; ebenso findet man. 
dass zu einem beliebigen Punkte. der auf einer Kante des Tetraeders liegt. 
alle Punkte der gegenüberliegenden Kante gehören. Man kann nämlich ein 
begrenztes Stück einer Geraden stets als eine Rotationsfläche zweilen Grades 
auffassen, deren Brennpunkte die Endpunkte der Geraden sind, und deren 
Tangentialebenen aus den beiden Ebenenbündeln bestehen, welche diese End- 
punkte zu Mittelpunkten haben. Wenn also der erste Brennpunkt eine Ebene 
durchläuft. so ist der Ort des zweiten eine Fläche. auf welcher die sechs 
Tetraederkanten liegen. die also die vier Tetraederecken zu Doppelpunkten 
hat, und wenn der erste Brennpunkt sich auf einer Geraden bewegt, von der 
vorausgesetzt wird, dass sie nicht eine der Ecken enthalte, so beschreibt der 


zweite Brennpunkt eine Curve, welche die vier Tetraederecken enthält. Man 
kann aus speciellen Fällen leicht schliessen, dass die Curve und die Fläche 
26 * 
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beide vom dritten Grade sind; der Nachweis, dass dies wirklich der Fall ist. 
wird unter Anwendung des Schlusssatzes in II. geführt, indem dann die ver- 
mutheten Sätze sich als specielle Fälle von allgemeineren darstellen, deren 
Erörterung von Herrn Hesse *), von Steiner **), vom Verfasser +) und von 
Herrn Sturm +) gegeben worden ist. 

Es ergiebt sich also: 1) Wenn der erste Brennpunkt einer Rotations- 
läche zweiten Grades, welche die vier Seitenflächen eines Tetraeders berührt. 
sich auf einer, keine der Tetraederecken enthaltenden Geraden bewegt, so be- 
schreibt der zweite Brennpunkt eine Raumcurve dritten Grades, welche durch 
die vier Tetraederecken hindurchgeht. 2) Beschreibt der erste Brennpunk! 
eine Ebene, so ist der Ort des zweiten eine Fläche dritten Grades, welche 
die sechs Kanten des Tetraeders enthält, und welche die Ecken desselben zu 
Doppelpunkten hat. Auf der Fläche können leicht 28 Punkte angegeben 
werden. Die 28 Verbindungsgeraden der 8 Grundpunkie des Flächenbündels 
zweiten Grades, für welches die Punkte der Ebene E des ersten Brennpunkts 
und die Punkte der Fläche drilten Grades F, des zweiten Brennpunkts con- 
jugirte harmonische Pole sind, schneiden E in 28 Punkten, und zu jedem der- 
selben kann man auf der ihn erzeugenden Verbindungsgeraden sofort den con- 
jugirlen conslruiren. 

Die einer Ebene E entsprechende Fläche dritten Grades F, enthält 
ausser den Tetraederkanten noch drei Gerade, die wie folgt gefunden werden: 
Die Ebene E schneidet das Tetraeder in einem vollständigen Vierseit, von 
dessen Diagonalen jede (nach unserer Zuordnung der Brennpunkte) eine Raum- 
curve dritten Grades ergeben muss, die ihrer ganzen Ausdehnung nach au! 
F, liest. Jede dieser Raumeurven aber zerfällt in drei Gerade, von denen 
zwei diejenigen Tetraederkanten sind, welche die zugehörige Diagonale treffen: 
je die dritte ist eine der gesuchten Geraden, von denen leicht nachgewiesen 
wird, dass sie in einer und derselben Ebene liegen. Es stossen in jeder 
Kante des Tetraeders zwei Seitenflächen desselben zusammen, deren Winkel- 
halbirungsebenen auf der Gegenkante zwei Punkte ausschneiden, so dass aul 
diese Weise auf jeder Tetraederkante zwei Punkte entstehen, welche von E 


„Ueber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung“ Bd. 49 dieses Journ. 
„Ueber die Flächen dritten Grades“ Bd. 53 dieses Journ. 

7) „Einige geometrische Betrachtungen“ Zürcher Vierteljahrschrift Bd. X. 

77) DS. dessen Werk: ‚„Synthetische Untersuchungen über die Flächen dritter Ord- 
nung“ pag. 23 ete. 
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unabhängig sind. Sucht man jetzt auf jeder Tetraederkante zu deren Durch- 
schniltspunkt mit E und den beiden vorhin bestimmten Punkten den vierten 
harmonischen, dem ersteren zugeordneten Punkt, so liegen die sechs neuen 
Punkte in einer Ebene E’ als die Ecken eines vollständigen Vierseils, dessen 
Diagonalen sich auf F, befinden. Die Ebenen E und E’ sind ollenbar reciprok. 
d.h. die F,, welche E’ entspricht, enthält drei Gerade, welche in der genannten 
Weise in E liegen. 

Eine Raumeurve dritten Grades, die durch vier feste Punkte gehen 
soll, ist durch zwei weitere Punkte bestimmt, und von einer Fläche dritten 
Grades, welche die Ecken eines gegebenen Tetraeders als Doppelpunkte ent- 
hält, können im Allgemeinen nur noch drei weitere Punkte gewählt werden. 
Demzufolge entspricht in der Zuordnung der Brennpunkte auch jeder Raum- 
eurve dritten Grades durch die Ecken des Tetraeders eine Gerade und jeder 


Fläche drillen Grades durch die Kanten desselben eine Ebene. 


IV. 

Unter allen Flächen dritten Grades, welche durch die Kanten des Te- 
traeders gehen, ist diejenige bemerkenswerth. welche der unendlich entfernten 
Ebene des Raumes entspricht, und welche demzufolge der Ort der Brennpunkte 
aller Rotationsparaboloide ist. welche die vier Ebenen des Tetraeders berühren. 
Sucht man für irgend einen Brennpunkt die sämmtlichen Gegenpunkte in Be- 
zug auf die Tangentialebenen des zugehörigen Paraboloids, so liegen dieselben 
auf einer Ebene, also hat die genannte specielle Fläche dritter Ordnung die 
Eigenschaft, dass die vier Fusspunkte der Perpendikel, welche man von irgend 
einem ihrer Punkte aus auf die Tetraederebenen fällen kann, in derselben 
Ebene liegen. 

Aus dieser Eigenschaft kann man umgekehrt die Brennpunktsfläche der 
Paraboloide herleiten, indem man einen bekannten Satz aus der Theorie der 
Fusspunktenflächen zu Hülfe zieht. Werden von allen Punkten des Raumes 
aus die Fusspunktenflächen in Bezug auf eine gegebene Fläche bestimmt und 
ihre Volumina berechnet, so findet sich, dass diejenigen Punkte, welche gleiche 


Volumina der zugehörigen Fusspunktenfläche ergeben, auf einer Fläche dritten 
Grades sich befinden. Als Fusspunktenfläche für ein gegebenes Telraeder in 
Bezug auf einen gegebenen Punkt kann man aber dasjenige neue Tetraeder 
bezeichnen, welches durch die vier Fusspunkte der Perpendikel gebildet wird. 
welche von dem angenommenen Punkte aus auf die Seitenflächen des ursprüng- 





ee 


. 
& 
” 


Be A 


EEE 
TE te 











202 Geiser, zur Theorie der Flächen zweiten und dritten Grades. 





lichen Tetraeders möglich sind. Soll der Inhalt des Fusspunktentetraeders 
eonstant und zwar gleich Null sein, so liegen seine vier Ecken in einer 
Ebene und umgekehrt. Dies giebt in der That den Satz, dass die Brenn- 
punkte aller Rotationsparaboloide, welche vier gegebene Ebenen berühren. 
in einer Fläche dritten Grades liegen. 

Auf dieser Fläche dritten Grades befinden sich die Mitten der Strecken. 
welche die Mittelpunkte der acht, dem Tetraeder einschreibbaren Kugeln ver- 
binden. was aus einem in IH. angegebenen allgemeinen Satze sofort folgt. 

Mit der Fläche der Brennpunkte aller Rotationsparaboloide, welche vier 
(este Tangentialebenen gemein haben, hängt eine andere Fläche zusammen. die 
von den sämmtlichen Leitebenen umhüllt wird, welche diese Rotationspara- 
holoide zulassen. Diese Leitebenen sind die Ebenen, welche erhalten werden. 
wenn man von jedem Punkte der Brennpunkisfläche aus je vier Perpendikel 
auf die Seilenflächen des Fundamentaltetraeders fällt und durch deren Fuss- 
punkte eine Ebene legt. Man eriennt sofort. dass jede Ebene, welche eine 
der vier Höhen des Tetraeders enthält, eine solche Leitebene, d.h. Tangential- 
ebene unserer Fläche ist. ebenso wird jede Seitenfläche des Tetraeders eine 
Taneentialebene derselben sein. Da nun durch eine Kante des Tetraeders 
vier Tangentlialebenen der gesuchten Fläche gehen (nämlich zwei Seitenflächen 
des Tetraeders und zwei Ebenen, welche die Kante und je eine der beiden. 
dieselbe schneidenden Höhen enthalten), aber ausser diesen keine andern, so 
muss die Fläche von vierter Klasse sein. Man hälte auf diese Klasse auch wie 
folot schliessen können: Die vier Höhen eines Tetraeders sind vier Erzeu- 
sende derselben Schaar eines Hyperboloids, es giebt also unendlich viele Ge- 
rade, welche alle vier Höhen gleichzeilig schneiden, durch irgend eine dieser 
Geraden und die vier Höhen lassen sich also vier Tangentialebenen an die 
Fläche legen, welche demnach vierter Klasse ist. 


V. 

Aus dem Bisherigen folgt, dass nicht jeder beliebige Punkt des Raumes 

als Brennpunkt einer Rotationsfläche zweiten Grades gewählt werden kann. 
die fünf gegebene Ebenen berührt. Es ist also die Frage zu lösen: Welches 
ist der Ort der Brennpunkte aller Flächen der genannten Art, welche fünf 
regebene gemeinsame Tangentialebenen haben? — Da, wie früher erwähnt. 
eine begrenzte Gerade stets als Rotalionsfläche zweiten Grades aufgefasst wer- 
den kann, deren Brennpunkte zugleich die Endpunkte der begrenzten Strecke 
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sind, und da ferner die sämmtlichen Tangentialebenen dieser speciellen Fläche 
die beiden Ebenenbündel durch die Endpunkte sind, so ergiebt sich, dass auf 
der gesuchten Fläche der Brennpunkte die zehn Gerade liegen, in denen die 
segebenen fünf Ebenen zu je zweien sich schneiden. In der That erkennt 
man, dass jede Ecke des Pentaeders als erster Brennpunkt einer Rotalions- 
fläche zweiten Grades aufgefasst werden kann, deren zweiter Brennpunkt irgend 
ein Punkt der gegenüberliegenden Kante ist. Eine Pentaederebene enthält also 
vier Geraden der gesuchten Fläche, diese ist demnach mindestens vom vier- 
ten Grade. 

Dass der Grad nicht höher ist, ergiebt sich aus nachfolgenden Schlüssen: 

Um die Anzahl derjenigen Punkte der Fläche zu finden, welche auf 
einer gegebenen Geraden g liegen, lassen wir das erste Mal von den fünf 
Pentaederebenen 1, 2, 3, 4, 5 die Ebene 5, das zweite Mal die Ebene 4 weg. 
Es entstehen dann zwei Telraeder, 1234 und 1255, von denen jedes als der 
Ort der entsprechenden Punkte für g eine Raumeurve dritten Grades ergiebt. 
Diese beiden Raumeurven, die im allgemeinen irreduclibel sein werden. haben 
höchstens fünf Punkte gemein, von denen der eine, der Durchschnittspunkt 
der Ebenen 1. 2, 3, als nicht von allen auftretenden Elementen abhängige. der 
unwesentliche Schnitt ist. Der wesentliche Schnitt besteht aus höchstens vier 
Punkten, welchen also höchstens vier Schnitipunkte der Geraden g mit der 
Fläche entsprechen. Demzufolge gilt der Satz: Die Brennpunkte aller mög- 
lichen Rotationsllächen zweiten Grades, welche fünf gegebene Ebenen berühren, 
liegen auf einer Fläche vierten Grades, welche die zehn Kanten des Pentaeders 
enthält und dessen zehn Ecken zu Doppelpunkten hat *). 

Es mag noch die Frage erledigt werden: Welches ist der Ort der 
Brennpunkte der sämmtlichen Rotationsflächen zweiten Grades. welche sechs 
gegebene Ebenen berühren? — Zunächst ist klar, dass die zwanzig Punkte. 
in welchen je drei der Ebenen sich schneiden, der gesuchten Curve angehören. 
Es seien nun die Ebenen 1, 2, 3. 4, 5, 6 gegeben, dann bilde man die Pen- 
taeder 12345 und 12346. In jedem derselben für sich betrachtet ist die 
Brennpunktsfläche vom vierten Grade, die beiden schneiden sich also in einer 
Raumceurve sechzehnten Grades. von welcher der zu findende Ort einen Theil 
bilden muss. In der That treffen sich die erwähnten Brennpunktsflächen vor- 
erst in den sechs Kanten des Tetraeders 1234, die als unwesentlicher Schnitt 





*) Man bemerkt die Analogie dieser Fläche mit der namentlich durch Steiners 
Untersuchungen bekannt gewordenen Kernfläche einer Fläche dritter Ordnung. 
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auftreten. Es bleibt jetzt als wesentlicher Schnitt der gesuchte Ort übrig. 
der somit eine Raumeurve zehnten Grades ist, die von jeder der funfzehn 
Kanten. in welchen sich die gegebenen sechs Ebenen zu je zweien schneiden. 
in vier Punkten getroffen wird. 

Schliesslich soll noch auf das bekannte Resultat hingewiesen werden. 
dass es vier Rotalionsflächen zweiten Grades giebt, welche sieben gegebene 
Ebenen berühren. — 

Schwieriger ist die Erledigung derjenigen analogen Aufgaben, welche 
an Stelle der Tangentialebenen Punkte setzen, so dass also Brennpunkte und 
Punkte als besiimmende Elemente der Rotalionsflächen zweilen Grades auf- 
treten. Die entsprechenden ebenen Probleme hat der Verfasser bereits anders- 


wo behandelt ei‘ 


v1. 

Die im Vorhergehenden für die Rotationsflächen zweiten Grades er- 
haltenen Resultate beruhen wesentlich auf den bekannten Theoremen über die 
conjugirten harmonischen Pole in Bezug auf ein Flächenbündel zweiten Grades. 
Die wenigen aus dieser Theorie nölhigen Sälze sind nicht bewiesen, sondern 
der in 11. angegebenen Literatur entnommen worden, auf welche hier noch 
einmal aufmerksam gemacht werden mag. Die nachfolgenden Betrachtungen 
befassen sich nun näher mit der genannten Theorie und legen der Unter- 
suchung ein vollkommen allgemeines Flächenbündel zweiten Grades zu Grunde. 
In Bezug auf ein solches entspricht jedem Punkte p im Allgemeinen stets 
ein. aber auch nur ein conjugirter harmonischer Pol p’, welcher der Durch- 
schnitt der sämmtlichen Polarebenen von p nach den Flächen des Bündels ist. 
Die Ausnahmen beschränken sich auf die Punkte einer irreducliblen Raum- 
eurve sechsten Grades (, (des Ortes der Mittelpunkte der im Bündel enthal- 
tenen Kegel). welche die Eigenschaft haben, dass jedem von ihnen nicht nur 
ein Pol zugehört, sondern unendlich viele Pole entsprechen, d. h. die Polar- 
ebenen eines solchen Punktes nach den sämmtlichen Flächen des Bündels 
schneiden sich in einer Geraden. Wenn p auf einer Geraden @ sich bewegt. 


Y 


so durchläuft p’ eine Raumeurve dritten Grades C,, welche C, in acht Punkten 


*) In seiner Inauguraldissertation: „Beiträge zur synthetischen (eometrie‘‘. 
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trifft, und wenn p irgend eine Ebene E beschreibt, so ist der Ort von p’ eine 
Fläche dritten Grades F,, auf welcher die C©, ihrer ganzen Ausdehnung nach 
liegt. Die ©, liegt auf keiner Fläche zweiten Grades. sondern sie ist theil- 
weiser Durchschnitt zweier Flächen dritten Grades. die ausser ihr noch eine 
Raumeurve dritten Grades gemein haben. 

Die Frage nach dem Ort der Geraden, welche den sämmtlichen Punkten 
der €, entsprechen. erledigt sich wie folgt. Da die drei Polarebenen eines 
Punktes p der (©, in Bezug auf drei nicht demselben Büschel des Bündels 
angehörigen Flächen zweiten Grades sich in einer Geraden schneiden. so kann 
diese im Allgemeinen gefunden werden, indem man einfach den Durchschnitt 
der Polarebenen von p nach zweien dieser Flächen construirt. Hiebei trit! 
aber eine Ausnahme ein. denn das Quadrupel dieser beiden Flächen liegt auf 
C,, und jeder seiner Punkte hat die Eigenschaft, dass für ihn die Polarebenen 
zusammenfallen. Die Polarebene eines Quadrupelpunktes nach der dritten der 
herausgegriffenen drei Flächen schneidet aber (wenigstens wenn das Flächen- 
bündel allgemein ist) je eine dieser doppelten Polarebenen nur in einer Geraden 
und fällt nicht mit ihr zusammen. Wenn also die Aufgabe gelöst wird: .„.Ein 
Punkt beschreibt eine Raumeurve sechsten Grades, welches ist der Grad der 
Fläche, welche von der Durchschnittsgeraden der beiden Polarebenen jedes 
ihrer Punkte nach zwei Flächen zweiten Grades erzeugt wird?“ — so wird der 
gefundene Grad (wegen der vier vorhin erwähnten Quadrupelebenen) um vier 
srösser sein als der Grad der Fläche, welche den Punkten der ©, entspricht. 

Es ist nun bekannt, dass wenn ein Punkt auf einer beliebigen Geraden 
y sich bewegt, dann der Durchschnitt seiner Polarebenen nach zwei festen 
Flächen zweiten Grades ein Hlyperboloid H, beschreibt. Für jeden Punkt von 
H, schneiden sich die beiden Polarebenen nach den festen Flächen in einer 
Geraden, welche die Gerade g trifft. H, schneidet nun eine beliebig gegebene 
Raumeurve »!“” Grades in 2» Punkten, also liegen auf der Fläche, welche den 
Punkten dieser Raumeurve entsprechen, 22 Punkte, die der Geraden ange- 
hören, d. h.: Bewegt sich ein Punkt auf einer Raumeurve »t Grades. so 
beschreibt die jeweilige Durchschnittsgerade der Polarebenen dieses Punktes 
nach zwei festen Flächen zweiten Grades eine Fläche 2»! Grades. Damit 
ist nun der Satz bewiesen: diejenigen Geraden, welche als erweiterte con- 
jugirte Pole der Kegelmittelpunktseurve eines Flächenbündels zweiten Grades 
aufgefasst werden können, bilden eine geradlinige Fläche achten Grades. 

Man hätte dieses Resultat noch auf anderem Wege ableiten können. Der 
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Ort der conjugirten Pole aller Punkte einer Fläche x»! Grades in Bezug auf das 
vorgelegte Flächenbündel bestimmt sich leicht als eine Fläche 3nten Grades. 
Einer Ebene e entspricht eine Fläche dritten Grades £;. der nach dem eben 
ausgesprochenen Satze eine Fläche neunten Grades entsprechen muss. Diese 
aber zerfällt in e und die Fläche, welche den Punkten der C, entspricht, dem- 
zulolge gehört zu den Punkten der (C, eine geradlinige Fläche achten Grades 
fs. wie bereits gefunden worden. 

Der schon oben erwähnte Satz. dass die einer Geraden g entsprechende 
Raumeurve drilten Grades die €, in acht Punkten trifft, ergiebt sich durch 
diese Betrachtung von selbst, da y mit der fs in der That acht Punkte gemein 
hat, deren entsprechende auf (, liegen. 


v1. 

Durch die Theorie der conjugirten harmonischen Pole in Bezug auf 
ein Flächenbündel zweiten Grades wird die Abbildung der Fläche drilten 
Grades auf eine Ebene in der allereinfachsten Weise bewerkstelligt, und zwar 
folgen daraus mit Leichtigkeit die Resultate, welche Herr Clebsch *) mit Zu- 
srundlegung der Grassmannschen Erzeugungsart der Flächen dritten Grades 
(von welcher die hier eingeschlagene vierte Steinersche Erzeugungsart ein 
specieller Fall ist) abgeleitet hat. 

Die Ebene E und die Fläche dritten Grades F,. welche der Ort der 
conjugirten harmonischen Pole zu allen Punkten von E in Bezug auf das 
Bündel ist. entsprechen sich im Allgemeinen Punkt für Punkt, und zwar so, 
dass olıne Ausnahme zu jedem Punkte von F, ein, aber nur ein Punkt auf 
E gehört, während zwar im Allgemeinen zu jedem Punkte von E ein Punkt 
in #, «eehört. aber mit Ausnahmen. Die (Ü, schneidet nämlich E in sechs 


Punkten 5), ... 55, und jedem derselben entspricht eine Gerade, die ganz 
auf #, sich befindet. Diese Geraden werden mit @,. ... @, bezeichnet, so 


dass dem Punkte s, die Gerade @; entspricht. Es soll nun zunächst gezeig! 
werden, dass wenn E eine ganz willkürliche Lage gegenüber dem Bündel 
hat und auch dieser ganz allgemein gewählt ist, dann weder die sechs Punkte 
s auf einem Kegelschnitte, noch irgend drei von ihnen auf einer Geraden 
liegen können. 

Lägen die Punkte s für jede beliebige Ebene E auf einem Kegelschnitte. 


") „Die Geometrie auf den Flächen dritter Ordnung“. Bd. 65 dieses Journ. pag. 55%. 
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so müsste die C, auf einer Fläche zweiten Grades sich befinden. Wird nun 
eine beliebige Gerade angenommen, die keinen Punkt von €, enthält, so ent- 
spricht derselben, wie leicht zu beweisen, eine irreduetlible Raumeurve dritten 
Grades C,. Durch y kann man ein Ebenenbüschel legen. und diesem ent- 
spricht ein Büschel von Flächen dritten Grades, dessen Grundeurve aus (,+C, 
besteht. Dieses Büschel wird von E in einem Curvenbüschel dritten Grades 
geschnitten, dessen Grundpunkle aus den Punkten s und aus den Schnittpunkten 
der €, mit E bestehen. Da nun die letziern drei nicht in einer Geraden 
liegen. so können die sechs ersteren sich nicht auf einem und demselben Kegel- 
schnitte befinden. 

Es liegen auch keine drei der s in gerader Linie. Wäre dies der 
Fall. so müsste C, in eine Raumeurve dritten Grades Ü, und eine ebene Curve 
dritten Grades C, zerfallen. Sei e die Ebene dieser letzteren. so wird e das 
Flächenbündel in einem Kegelschnitinetze treilen, für welches C, die Tripel- 
curve ist. Da nun die 'Tripeleurve des Kegelschniltneizes einen Theil der 
Quadrupeleurve (welche identisch mit der Kegelmittelpunktseurve ist) des 
Flächenbündels bildet, so lässt sich daraus schliessen, dass e in Bezue auf 
alle Flächen des Bündels denselben Pol erzeugl,. was bei einem allgemeinen 
Bündel. wie wir hier doch eines vorausselzen, nicht möglich ist. 

Es soll ferner nachgewiesen werden, dass keine zwei der Geraden @ 
sich schneiden. Nimmt man an, dass @, und @, in p sich trelfen,. so wird 
der conjugirte Pol dieses Punktes sowohl s, als s, sein müssen, d. h. die Ebene 
E schneidet die der C, entsprechende geradlinige fs längs einer ihrer Er- 
zeugenden,. was im Allgemeinen nicht der Fall sein wird. 

Schliesslich ist noch zu zeigen. dass keine vier der Geraden @ Er- 
zeugende derselben Schaar eines Hyperboloides /1, sind. Wäre dies der Fall. 
so müsste sich die E entsprechende F, in #, und in eine Ebene e spalten. 
Irgend einer beliebig in E gelegenen Geraden. welche nicht durch einen der 
Punkte s geht, entspricht eine irreductible Raumeurve dritten Grades, welche 
also ihrer ganzen Ausdehnung nach in HH, liegt, und welche nyr drei Punkte 
mit e gemein hat. Sämmtliche Punkte in E mit Ausnahme der s haben ihre 
entsprechenden auf H,, einen Theil derselben also auf dem Kegelschnitte, der 
H, und e gemein ist. Den übrigen Punkten von e entsprechen aber einzig die 
Punkte s, und demzufolge müsste wenigstens einer der Punkte s die Eigen- 
schaft haben. dass seine sämmtlichen Polarebenen nach den Flächen des Bün- 


dels zusammenfallen, was beim allgemeinen Bündel ausgeschlossen ist. 
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vm. 

Zu jedem der. Punkte s gehört eine der Geraden G@, so dass also 
sämmtliche Punkte, die auf einer dieser Geraden liegen, ihre entsprechenden 
Punkte in dem der Geraden zugehörigen Punkte s vereinigen. Wenn also 
eine beliebige auf F, verzeichnete Raumceurve C, die Gerade @, schneidet, so 
seht die ihr in E entsprechende Curve, die, wie man weiss, höchstens vom 
Grade 3» ist. durch s;. Wenn umgekehrt eine in E gelegene irreduclible 
Curve €, durch s, geht, so entspricht ihr auf F, eine C,,, welche aber in 
eine C,_, und G; zerfälll. und zwar schneiden sich diese beiden Theile. 
Wenn nämlich die Curve C;,_, keinen Punkt mit @, gemein hätle, so würde 
ihr Bild auf E eine Curve sein, die nicht durch s; geht; also könnte dieser 
Punkt nicht auf €, liegen, wie doch vorausgesetzt worden ist. Eine Curve in 
E, die s; zum mfachen Punkte hat, wird auf F, zu einer Raumeurve 3m!“ 
Grades, welche mmal die Gerade @, enthält und sie ausserdem mmal schneidet 
und umgekehrt. Dies ist der wesentliche Satz, auf welchen Herr Clebsch in 
seiner bereits eitlirien Abhandlung die Untersuchung der auf einer Fläche 
dritten Grades liegenden Raumeurven gestützt hat. 

Zunächst ist es leicht, die 27 Geraden zu finden; sie werden erzeugt: 
I) dureh die Punkte s, welche die Geraden @, ergeben, 2) durch die sechs 
kegelschnitle, die je fünf der Punkte s enthalten (die Gerade auf F,. deren 
entsprechender Kegelschnitt in E nicht durch s, geht, werde mit g; bezeichnet). 
3) durch die funfzehn Geraden, die je zwei der Punkte s mit einander ver- 
binden (die Gerade auf F,. welche der Verbindungsgeraden von s, und s, 
entspricht, heisse /,,). Es fällt nicht schwer, mit Hülfe dieser Sätze die be- 
kannten gegenseiligen Beziehungen zwischen den einzelnen Geraden der F,; 
abzuleiten, worauf aber hier nicht eingegangen werden soll. Einzig sei be- 
merkl. dass im Allgemeinen keine drei Geraden der Fläche dritten Grades 
durch denselben Punkt gehen. 

Es möge noch der Abbildung der Quadrupeleurve (©, auf E erwähnt 
werden. Die Quadrupelcurve kann erzeugt werden als ein Theil des Durch- 
schniltes C,+0€, der F, mit einer anderen Oberfläche f,. welche einer Ebene 
e entsprechen mag. Dieser Durchschnitt bildet sich dann in E als eine Curve 
neunten Grades C, mit den s als dreifachen Punkten ab, aber so. dass (\, zer- 
fällt und zwar in die der €, entsprechende Gerade g, welche der Durchschnitt 
von e und E ist, und in eine Curve (,, welche sechs dreifache Punkte ent- 
hält. Da y mit C, acht Punkte gemein hat, von denen keiner zu den Punkten 
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s gehört, so schliesst man, dass die C,, welche einer beliebigen Geraden in 
E entspricht, die C, in acht Punkten trifft, wie bereits in VI. bewiesen wor- 
den ist. 

Für einen beliebig in C, gewählten Punkt liegt der conjugirte Pol auf 
(,, demzufolge ist die C, der Durchschnitt von E mit derjenigen Fläche. 
welche von den entsprechenden Geraden zu sämmtlichen Punkten der (, ge- 
bildet wird. Diese geradlinige Fläche ist also vom achten Grade; sie hat die 
(0, zur dreifachen Curve und besteht aus allen denjenigen Geraden, welche 


die C, dreifach schneiden. 


IX. 

Die Flächen dritten Grades werden nach der Realität ihrer Geraden in 
Gallungen eingelheilt, deren es bekanntlich fünf giebt. Da nun die Grass- 
mannsche Erzeugungsweise der genannten Flächen, von der die hier behan- 
delte vierte Steinersche ein specieller Fall ist, bei reeller Annahme der be- 
stiimmenden Elemente von den fünf Gattungen nur vier giebt, so lässt sich 
sofort schliessen, dass sich für die vorliegende Erzeugungsweise durch eine 
genauere Untersuchung dasselbe Resultat ergeben muss. Diese specielle Unter- 
suchung bietet auch neben der allgemeinern, bereits von Herrn Sturm) durch- 
seführten noch ein ganz wesentliches Interesse vermöge ihrer Einfachheit. 

Sie stützt sich auf die nachfolgenden Sätze: In jeder imaginären Ebene 
liegt eine reelle Gerade, durch jeden imaginären Punkt geht eine reelle Gerade 
Irgend eine beliebige Gerade des Raumes hat entweder keinen reellen Punkt. 
oder einen, oder zwei (und dann unendlich viele), und demnach unterscheidet man 
imaginäre, punktirle und reelle Gerade. Durch jeden imaginären Punkt des 
Raumes lässt sich eine reelle Gerade legen, es giebt also unendlich viele 
reelle Geraden, welche eine imaginäre Gerade treffen. Seien g,,. 9, 9, drei 
von diesen Geraden, so werden sich keine zwei derselben begegnen, denn 
würden sich z. B. g, und 9 treffen, so müsste g in der reellen Ebene y,Y 
liegen und dann einen reellen Punkt haben. was wider die Voraussetzung ist. 
Es folgt nun, dass jede beliebige reelle Erzeugende des Hyperboloids 9,9:9;- 
welche mit diesen Geraden derselben Schaar angehört, g triffi. Es ist also 
leicht, durch g ein reelles Hyperboloid zu legen. Uebrigens geht durch jeden 
reellen Punkt des Raumes ein solches Hyperboloid, da durch jeden reellen 


*) A. a. O., sechstes und siebentes Kapitel. 















210 Geiser, zur Theorie der Flächen zweiten und dritten Grades. 





Punkt des Raumes eine reelle Gerade geht, welche g schneidet *). (Ein 
reeller Punkt p bestimmt nämlich mit g eine Ebene, die stets eine reelle, 
durch p gehende und g schneidende Gerade enthält. Diese mit zwei anderen 
reellen g schneidenden Geraden bestimmt das verlangte Hyperboloid.) 

Wenn auf der reellen Fläche dritten Grades F, eine imaginäre Gerade 
y liegt. so kann durch g ein reelles Hyperboloid gelegt werden, das die F, 
ausser in g noch in einer Raumeurve fünften Grades C, trifft, von welcher 
unendlich viele Punkte reell sind, da auf jeder reellen Erzeugenden von H 
weniestens ein reeller Punkt von F, liegt. Es giebt also Ebenen. welche 
wenigstens drei reelle Punkte von Ü- enthalten. Eine solche schneidet aber 
aus Ü, noch einen reellen Punkt aus, da diese Ebene aus F, eine reelle Curve 
dritten Grades und aus H, einen Kegelschnitt ausschneidet, von deren Durch- 
schnitispunkten eine gerade Anzahl reell ist. Es giebt demnach unendlich 
viele Ebenen, welche die C, in einem imaginären und vier reellen Punkten 
ireffen,. und dies ist nicht anders möglich, als wenn C, in eine C, und eine 
imaginäre Gerade zerfällt. Enthält also eine reelle Fläche F, eine imaeinäre 
(rerade. so ist ausser dieser einen noch eine andere vorhanden. 

Durch jeden imaginären Punkt einer punktirten Geraden y' lässt sich 
eine reelle Gerade legen, und alle diese Geraden liegen in einer und der- 
selben reellen Ebene. Liegt g’ auf einer reellen Fläche dritten Grades F,. 
so wird die durch g’ mögliche reelle Ebene die F, in g’ und in einem Kegel- 
schnilte treflen,. der die Eigenschaft hat, dass jede in seiner Ebene gelegene 
reelle Gerade mit ihm einen reellen und einen imaginären Punkt gemein hat. 
Dies ist nur dann möglich, wenn er in eine reelle und eine punktirte Gerade 
zerfällt, welche letztere mit g’ den reellen Punkt gemein hat. 

Es folet daraus. dass, wenn auf einer reellen Fläche dritten Grades 
eine reelle Gerade und eine punktirte so gelegen sind, dass der reelle Punk! 
der letzteren auf der ersteren sich befindet, dann nothwendig drei Geraden 
der Fläche durch einen und denselben Punkt laufen. 


X. 
Wenn das Flächenbündel, in Bezug auf welches die conjugirten Pole 
untersucht werden, reell, d. h. durch drei, nicht demselben Büschel zugehörige 


Die sämmtlichen reellen Geraden, welche einer imaginären Geraden begegnen. 
vehören einem Strahlensystem ersten Grades und erster Klasse an; durch jeden reellen 
Punkt geht, in jeder reellen Ebene liegt eine solche Gerade. 








Geiser, zur Theorie der Flächen zweiten und dritten Grades. 211 


reelle Flächen zweiten Grades bestimmt ist, so gehört zu jedem reellen Punkt 
ein reeller conjugirter Pol, zu jeder reellen Geraden g eine reelle Raumeurve 
dritten Grades C,, und zu jeder reellen Ebene E eine reelle Fläche dritten 
Grades F;. Es folgt daraus allerdings nicht die Realität der Quadrupelcurve 
(,, aber doch, dass die allfälligen imaginären Schniltpunkte der €, mit einer 
beliebigen reellen Ebene paarweise conjugirt sind. In der That. wenn man 
das reelle Flächenbüschel betrachtet, welches einem reellen Ebenenbüschel mil 
der Axe g entspricht, so findet man, dass dasselbe durch eine willkürliche 
Ebene E in einem reellen CGurvenbüschel dritten Grades geschnitten wird. von 
dessen neun Grundpunkten wenigstens einer reell ist, während die übrigen 
paarweise conjugirt sind. Von diesen neun Grundpunkten fallen drei auf den 
Durchschnitt der reellen g entsprechenden €, mit E, der entweder aus drei 
reellen Punkten, oder einem reellen und zwei conjugirten Punkten besteht. 
Die übrigen sechs Punkte, offenbar die s, welche €, mit E gemein hat, sind 
also paarweise conjugirt, insofern sie nicht reell sind. 

Einem reellen Punkte s entspricht nothwendigerweise eine reelle Gerad: 
(‚, während einem imaginären s eine imaginäre @ zugehört, denn wäre aul 
derselben ein reeller Punkt vorhanden. so müsste demselben ein reelles s 
entsprechen. 

In Bezug auf die s haben wir also folgende vier Fälle zu unterscheiden 

l. alle s sind reell; 

ll. vier s sind reell und zwei conjugirt imaginär; 

Il. zwei s reell und zweimal zwei conjugirt imaginär: 
IV. dreimal zwei s sind conjugirt imaginär. 

Jedem dieser Fälle entspricht in der That in Bezug auf die Realität 
der Geraden eine besondere Galtung von Flächen dritten Grades, wie voraus- 
gesehen worden ist, und wie die genauere Betrachtung zeieen soll. 

ad Il. Da die s alle reell sind, so sind die Verbindungsgeraden der- 
selben zu zweien so wie auch die Kegelschnitte, welche je fünf von ihnen 
enthalten, reell und demzufolge alle 27 Geraden der Fläche reell. 

ad Il. Es seien s,, 5, 5. s, reell und die beiden übrigen s- und s, 
conjugirt imaginär, dann sind auch @,, @,. @;,. @, reell und @, und @, ima- 
ginär. Von den 15 Geraden /,, sind offenbar reell: 4a. As. Au» bir las Su: 
/,; (letztere, weil s, und s, als conjugirte Punkte in E durch eine reelle Gerade 


verbunden werden können). Es ist auch leicht zu sehen, dass diejenigen 
(reraden, welche den Kegelschnitten s (56123), s(56124). s(56134). s (56234 
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entsprechen, reell sind. da diese Realität nur von der Realität der Kegel- 
schnitte abhängt. Man kann aber, weil s, und s, conjugirt sind, dieselben als 
Doppelpunkte eines reellen Punktsystems auffassen, so dass jeder der genannten 
Kegelschnitte durch drei reelle Punkte und ein reelles Punktsystem bestimmt, 
und deshalb selber reell ist. Wäre auch der Kegelschnitt s(12345) reell. so 
müsste derselbe durch s,; gehen, was ausgeschlossen ist; aus demselben Grunde 
ist s 12346) imaginär. Von den Geraden g sind also 9, 95, 9, 9, reell. 
I,» 9 nicht. 

Von den nicht reellen Geraden der vorliegenden Fläche F, kann keine 
einen reellen Punkt enthalten. Wäre z. B. ein reeller Punkt auf /,, vorhan- 
den. so läge derselbe entweder auf @, oder @G, oder ausserhalb dieser beiden 
(Geraden. Das letztere ist nicht möglich, denn einem solchen Punkte würde 
in E ein reeller, nicht mit s, zusammenfallender Punkt entsprechen, der mil 
s, eine reelle Gerade s,s; bestimmen würde, was nicht möglich ist, da sons! 
s. auf zwei reellen Geraden s,s;. s,s, läge. Auf @, kann der angenommene 
reelle Punkt nicht liegen, denn @, enthält überhaupt keinen reellen Punkt, also 
wäre nur denkbar. dass @, und /,, einen reellen Punkt gemein hätten. Nach 
dem Schlusssatze von IX. würden dann drei Geraden der Fläche durch den- 
selben Punkt gehen, was aber im allgemeinen nicht statt finde. Aus dem- 
selben Grunde hat auch keine der andern Geraden, sei sie / oder g, einen 
reellen Punkt. Die Gattung Il. hat also 15 reelle und 12 imaginäre (rerade. 

ad III. s, und s, sind reell, s, und s,. s; und s, conjugirt imaginär., 

Die Geraden @,, @, sind reell, die übrigen @ imaginär. Die Kegel- 
schnitte s(34561) und s(34562) sind reell, also g, und 9 ebenfalls. Von 
den übrigen durch je fünf der sechs s möglichen Kegelschnilte hat jeder nur 
die beiden reellen Punkte s und s, und ist im Uebrigen imaginär, demzufolge 
sind auch 95. 94. 95, 9 Imaeinär. Von den 15 Verbindungsgeraden der s sind 
reell: 8,85. 8384. 885. So dass ihnen die drei reellen Geraden /,. L,,, I, ent- 
sprechen. Die Geraden Z;, Lass Liss los Las Das &ss Du Sind imaginär, weil 
ihre Abbildungen auf E ausser resp. s, und s, keinen reellen Punkt haben. 
Von den Geraden /,, und /,. /,, und /,, haben die beiden ersten einen reellen 
Punkt gemein, ebenso die beiden letzten, weil in dem vollständigen Viereck 
3456 sämmtliche Diagonalpunkte reell sind. Die Gattung II. enthält also 
7 reelle, 16 imaginäre und 4 punktirte Gerade. 
ad IV. s, und s,. s,; und s,. s; und s, sind conjugirt imaginär. 

Alle @ sind imaginär. Keiner der Kegelschnitte durch fünf der s hat 
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einen reellen Punkt. also sind auch alle g imaginär. Den reellen Geraden 
51855 83845 85, entsprechen drei reelle Gerade /,, L&;, 4. Jede der übrigen 
der 15 Verbindungesgeraden der s hat, als in einer reellen Ebene liegend. 
einen reellen Punkt, der mit keinem der s zusammenfällt, also ist die ent- 
sprechende (rerade auf F, punktirt. Die Gattung IV. enthält demnach 3 reelle. 


[2 imaginäre und 12 punklirte Gerade. 


XI. 

Aus den alleemeinen in dem Vorhergehenden behandelten Resultaten 
lassen sich durch Speeialisiren einestheils des Flächenbündels, anderntheils deı 
Ebene E, für deren Punkte die conjugirten Pole bestiimmt werden, mannig- 
fache Sätze ableiten, welche namentlich einen genaueren Einblick in die Be- 
schalfenheit derjenigen Flächen dritten Grades gestatten, welche Doppelpunkte 
haben. Hier soll. um Weitläufigkeiten zu vermeiden, nur das Flächenbündel 
sewissen Bedingungen unterworfen werden, während die Lage der Ebene E 
völlie willkürlich eelassen wird. 

In VII. ist die nähere Bestimmung der Quadrupelceurve (©, eines Flächen- 
bündels unter der Voraussetzung gereben worden. dass für keinen Punkt des 
Raumes die sämmtlichen Polarebenen in Bezue auf die Flächen zweiten Grades 
des Bündels zusammenfalien. Wird diese Bedingung aufgehoben und die vanz 
specielle Annahme gemacht. dass die sämmtlichen Flächen des Bündels ein 
gemeinsames (uadrupel haben, so zeigt es sich, dass die ©, in die sechs Kanten 
dieses Quadrupels zerfällt. Werden dieselben durch eine Ebene £ geschnitten, 
und wird die ihr entsprechende F, untersucht, so ergiebt sich zunächst, dass die 
Punkte s die Ecken eines vollständigen Vierseits bilden, also viermal zu je 
dreien auf einer Geraden sich befinden, während die Geraden @ aus den 
Kanten des Quadrupels bestehen. Wird s, von einer dieser Kanten ausge- 
schnitten, so ist @, die dieser Kante gegenüberliegende. Die Geraden @ sind 
also nicht mehr windschief gegeneinander, sondern trelfen sich zu je dreien 
in den Ecken eines Quadrupels. die demgemäss Doppelpunkte der F, sind. 

Die Geraden y entstehen aus den Kegelschnilten, welche je fünf der 
Grundpunkte enthalten. Sei s(12345) ein solcher Kegelschnitt, so zerfällt 
derselbe in zwei Gerade, von denen jede drei der Punkte s enthält, und 
einer solchen Geraden entsprechen auf F, einfach die den auf ihr liegenden 


Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 3. 28 















214 


Geiser, zur Theorie der Flächen zweiten und dritten Grades. 


Punkten s zugehörigen Geraden @, demzufolge coineidiren in unserm Falle 
die y und @ Was nun noch die Geraden / betrifft, so ist zu unterscheiden, 





ob die entsprechende Gerade in E zwei gegenüberliegende s verbindet. oder 
aber zwei. die auf einer Seite des Vierseits der s liegen. Im ersten Falle. 
der dreimal eintritt. erhält man eine neue Gerade der F,. im zweiten Falle 
aber treten nur die bereits bekannten Geraden @ auf. Um die Uebersicht zu 
erleichtern. nehmen wir an, dass von den sechs Punkten s je auf einer 
Geraden liegen: 123. 196, 246. 345. so dass im Vierseit 123456 die Ecken 
| und 4, 2 und 5. 3 und 6 gegenüberliegende sind. Es befinden sich dann 
auf F, die Geraden: 

Gym; =, =ls le; G=-g ll; 

(= = bau = lz5 3 = G9-= AR — ls; (G; a li; u b4; 

hai 3 bu: 

Jede der sechs Kanten des Quadrupels ist also viermal als Gerade der 
F, zu zählen. jede der drei übrigen Geraden aber nur einmal. wie bereits 
anderweitig bekannt ist. — Da ein gemeinschaftliches Quadrupel zweier reellen 
Flächen zweiten Grades entweder vier reelle, oder zwei reelle und zwei con- 
jueir! imaginäre. oder zweimal zwei conjugirt imaginäre Punkte hat. so ist 
ilar. dass man leicht die auf die hier angegebene Weise zu erzeugenden Flächen 
dritten Grades mit vier Doppelpunkten nach der Realität dieser Doppelpunkte in 
drei Gattungen theilen kann, was hier nicht weiter ausgeführt werden soll. 

Eine einfache Construction der Fläche dritten Grades mit vier Doppel- 
punkten beruht auf nachfolgenden Betrachtungen: 

Vier nicht in einer und derselben Ebene gelegene Punkte a, b, ec, d 
sollen zu einem windschiefen Vierseit verbunden werden, in welchem «a und e. 
b und d gegenüberliegende Ecken, da=I und be= III, ab=IV und ed= II 
gegenüberliegende Seiten sind. Man kann nun in Bezug auf dieses Vierseil 
jeder Ebene E einen in ihr liegenden Punkt p so zuordnen. dass, wenn 1, 2. 
3. 4 die Durchschnitte von E resp. mit /, II, Il, IV sind. dann der gesuchte 
Punkt p» der Schnitt der Geraden 13 und 24 ist. Es ist umgekehrt leicht, zu 
dem Punkte p die Ebene E zu consiruiren. indem man einfach die beiden 
Geraden legt, welche von p ausgehen und resp. / und I/II, II und IV schnei- 
den. diese Geraden bestimmen die Ebene E vollständig. Als Ausnahmefälle 
sind diejenigen zu betrachten, wenn E eine Kante des Tetraeders abed ent- 
hält, oder mit einer Seitenlläche desselben zusammenfällt, und wenn p aul 
einer Kante liegt. oder in eine Ecke desselben fällt. 
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Die besprochene Fläche wird nun erzeugt, indem man den Punkt p für 
alle durch einen Punkt ? gehenden Ebenen E construirt. Dies würde zu- 
nächst daraus folgen, dass wenn E sich um eine Gerade @ dreht. dann der 
Punkt » die Raumeurve dritten Grades durchläuft, welche der partielle Schnitt! 
der Hyperboloide ist, die resp, durch die Geraden 7, /IH/, G@ und II, IV, @ be- 
stimmt sind; anderntheils ergiebt sich das gesuchte Resultat als specieller Fall 
der dritten Steinerschen Erzeugungsart der Flächen dritten Grades. In der 
That, wenn E eine durch / gehende Ebene, p der ihr zugehörige Punkt 
ist, so lässt sich durch das windschiefe Vierseit /// HIHI IV und durch p ein 
Hyperboloid legen, für welches E eine Tangentialebene ist (denn E& schneidet 
dasselbe in zwei Geraden); demzufolge liegt p auf dem Ort der Berührungs- 
punkte aller von P aus an das Hyperboloidenbüschel möglichen Tangential- 
ebenen. und dieser Ort ist nach der angerebenen Steinerschen Erzeugungsar! 
wirklich eine Fläche dritten Grades. Dass umgekehrt alle Punkte dieses Ortes 
auch Punkte p sind, lässt sich leicht zeigen, ebenso, dass die Kanten des 
Tetraeders abed ganz dem Orte von p angehören, woraus folgt, dass derselbe 
eine Fläche vom dritten Grade mit den vier Doppelpunkten a, b, e, d ist. 

Die übrigen drei Geraden der Fläche bestimmen sich wie folgt: durch 
P lese man die zugehörige Ebene E, so schneidet dieselbe das Vierseil 
IITIHHHIV in einem Viereck 1234, dessen Diagonaldreiseit ganz auf F, lieot. 
Eine Seite dieses Dreiseits ist nämlich die Polare des Punktes P in Bezue 
auf das vorhin erwähnte Hvperboloidenbüschel und gehört deshalb der F, an. 
die beiden anderen aber enthalten den auf F, enthaltenen Punkt P und schneiden 
zudem je drei der Geraden der Fläche. 

Schliesslich sei bemerkt, dass durch eine ganz ähnliche Construction die 


Steinersche Fläche dritter Klasse und vierten Grades hergestellt werden kann. 


AH. 


Wenn von den acht Schnittpunkten dreier Flächen zweiten Grades 
sieben auf einer irreductibeln Raumeurve drilten Grades €, liegen, so belindel 
sich der achte ebenfalls auf C,. und das durch die acht Schnittpunkte bestimmte 
Flächenbündel zweiten Grades besteht aus den sämmtlichen Flächen zweiten 
Grades, welche durch C, gelegt werden können. Der Ort der Mittelpunkte 
aller im Bündel enthaltenen Kegel. mit anderen Worten die Quadrupelcurve 
des Bündels, redueirt sich demnach auf C,. Conjugirte Punkte in Bezug auf 


28 * 


E27 


RX 

En 

E 
u 
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das Bündel können leicht construirt werden, zu p findet man den zugehörigen 
pı, Indem man durch p die doppeltschneidende Gerade der ©, zieht. welch 
mit C, die Punkte s, und s, gemein haben mag; der gesuchte Punkt p, ist 
dann der vierte harmonische, dem » zugeordnete Punkt in Bezug auf s, und 
5. Zu jedem Punkte p im Raum giebt es im Allgemeinen stets einen, aber 
auch nur einen Punkt p,; die einzige Ausnahme bilden die Punkte der ©, 
jedem derselben entspricht die zugehörige Tangente der C;. 

bewegt sich p aul einer Geraden y, die C, nicht schneidet. so be- 
schreibt p, eine Raumeurve dritten Grades e,, welche, da y und die Tangenten- 
läche von €, sich in vier Punkten treffen, mit C, nothwendig vier Punkte 
vemein hal. — Wenn aber g mit C, einen Punkt s gemein hat, so zerfälli 
die zugehörige e, in die Tangente. welche in s an C, gelegt werden kann. 
und in ein Gebilde zweiten Grades. Zunächst ist klar, dass dasselbe auf dem 
Hivperboloide ZB, liegt, welches durch y und €, möglich ist, denn sämmtliche Er- 
zeugende von H,, welche g treffen. sind doppeltschneidende Geraden der ©. 
Ferner bestimmt g mit dem Kegel. welcher durch C, geht und s zum Mittel- 
punkle hat, eine Polarebene, in der das gesuchte Gebilde ebenfalls enthalten 
sein muss, demzufolge ist es der Schnitt dieser Ebene mit H,, also ein Kegel- 
schnitt. welcher s enthält und Ü, ausser in s noch in zwei anderen Punkten 
trillt. Haben g und ©, zwei Punkte s, und s, gemein, so zerfällt e, in die 
Gerade s,s; und die beiden Tangenten. welche in s, und s, an Ü, geleg! 


werden können. Ist schliesslich yg selbst eine Tangente der Ü©,, so besteh! 


I 


die ihr zugehörige c, aus dieser nämlichen Tangente dreifach gelegt. 

Aus den bereits abgeleiteten allgemeineren Sätzen ergiebt sich. dass 
wenn p eine Ebene durchläuft, die der C, gegenüber keine singuläre Lage hat. 
dann p, eine Fläche dritten Grades beschreibt. Dasselbe Resultat hätte man 
auch in nachfolgender Weise erhalten können: Seien s,. 5. s, die Durch- 
schniltspunkte von E mit C,, dann findet man den Ort des Punktes p,. in- 
dem man einfach den Ort der entsprechenden Gebilde für sämmtliche durch 
den Punkt s, gehende und in E liewende Geraden bestimmt. Jeder solchen 
Geraden g entspricht zunächst die Tangente in s, an (©, und dann ein Kegel- 
schnitt, der in der vorhin angegebenen Weise als Durchschnitt einer Ebene « 
mil einem Hyperboloid #4, hergestellt werden kann. Dreht sich nun y in E 
um s;. so beschreibt e ein Ebenenbüschel und H, ein zu dem Ebenenbüsche! 
projeelivisches Hyperboloidenbüschel mit einer Grundeurve, die aus (, und 
der Geraden s,s; besteht; der jeweilige Durchschnitt bewegt sich also, wie die 
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zweite Steinersche Erzeugungsweise der Flächen dritten Grades lehrt, in eine: 
Fläche dritten Grades F,;. 

Es ist jetzt zu untersuchen. ob auf dieser Fläche auch Geraden vor- 
handen seien und wie viele? — Da s.. s:. s, auf C, liegen. so gehören die 
Geraden 5,83, 8;85;, 8% der Fläche F, an. ebenso liegen die in s,. 5. s,; an 


C, möglichen Tangenten £,. f,, t, auf F,. so dass also durch jeden der Punkte 
h. diese 


s drei nicht in derselben Ebene liegende Geraden der F, gehen. d 
hat die drei Punkte s zu Doppelpunkten. Weitere Geraden der F, ergeben 
sich wie folgt: In Bezug auf den Kegel durch F, mit dem Mittelpunkte s, hat 


die Ebene E eine bestimmte durch s, gehende Polserade y,, die auch auf F 


lieot. und der in E ein eanz bestimmter Keoelschnit! entspricht. welcher die 


Punkie s,. s;. s; enthält; ähnlich findet man noch für s, und s. die Geraden 
y, und 73. Es zeigt sich ferner, vermittelst eines Verfahrens, welches man 
bequem der zweiten Steinerschen Erzeugungsart der Flächen dritten Grades 


eninimmi, dass auf F, in den Ebenen t,y,, by. by, noch je eine Gerade 
Pıs Ps Ps — liegt, deren Bild in E eine resp. durch s,. s;, s,; gehende Gerade 


ist. so dass also auf F, zwölf Geraden nachgewiesen sind. ausser welchen kein: 
weiteren auf der Fläche enthalten sein können. wie sich sofort zeisen wird 


Y 


In Bezug auf die ©, entspricht einer beliebigen Ebene E eine Fläche 
dritten Grades F;,. einer zweiten Ebene #’ oehört eine Fläche F, zu. Nun 
schneiden sich F, und F, in einer Raumeurve neunten Grades. welche abeı 
zerfällt, und zwar in die e,. welche der Schnittgeraden q von E und E’ ent- 
spricht, und in eine Raumeurve sechsten Grades C,. Diese (©, kann nichts 
anderes sein, als die Quadrupeleurve ©; doppelt gelegt, so dass also die sämmt- 
lichen Flächen dritten Grades. welche durch Ebenen erzeuet werden. sich 


Y 


längs ©, berühren, d. h. €, und eine andere, in jedem ihrer Punkte ihr un- 
endlich nahe gelegene Raumeurve dritten Grades C, eemein haben. 
Durch diese Bemerkung ist man in den Stand gesetzt, sofort nach VI 


die auf der hier betrachteten Fläche dritten Grades F, velerenen Geraden 


abzuleiten. Denn seien s;, 85. 5; die Durchschnittspunkte von C, mit E, welche. 


resp. den Punkten s,. 5. s; unendlich nahe liegen. so dass immerhin die 
Geraden s,8,. S5S;. S;8; eine bestimmte Richtung behalten. so bilden diese 
sechs Punkte zusammen die in VII. und VIII. näher definirten Grundpunkte s 


Von den sechs Geraden @ (um die dort eingeführte Bezeichnung beizubehalten) 


rücken also dreimal zwei zusammen: 
(, = (,. (1; - 2’ (7, — PR 
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Ebenso leicht ist einzusehen, dass auch von den sechs Geraden yg je zwei 
zusammenfallen, also: 


=; NR=9» 93 = 9e- 
Für die Geraden / ergiebt sich die Tabelle: 


I»; BR bo u Yan l.6; l;, en Io: a l;; — br; I» . bis us I; Ei ls; 
lu: l25; be. 


Jede der drei Geraden 55;, 838), 5,5, Wie sie vorhin genannt wurden. 
muss also viermal gezählt werden, jede der Geraden &, b. b: Yı» Ye» 7 
doppelt und jede der Geraden /,, /%s., /, einfach, d. h. die Fläche dritten 
Grades mit drei Doppelpunkten, welche hier erzeugt worden ist, hat 3 qua- 
tiernäre, 6 binäre und 3 unäre Geraden *). 


XI. 


Wenn ein allgemeines Flächenbündel zweiten Grades fest bleibt, wäh- 
vend die zu ihm in die bekannte Beziehung geselzte Ebene nach und nach 
jede beliebige Lage annimmt, so entstehen unendlich viele Flächen dritten 
(rrades, welche sämmtlich die Quadrupeleurve €, des Bündels enthalten, und 
von denen eine Einzelne erst dann bestimmt ist, wenn von ihr noch drei von 
einander unabhängige Punkte gegeben sind. Ein Complex von Flächen, wel- 
cher dreifach unendlich ist, heisst ein Netz. so dass also durch ein Flächen- 
hündel zweiten Grades ein Netz von Flächen dritten Grades bestimmt ist. 

In einem Flächennetz giebt es unendlich viele Flächen, welche einen 
Doppelpunkt haben, und der Ort derselben bildet eine Fläche, welche man 
als die Kernlläche des Netzes bezeichnen kann. Analytisch ist dieselbe leicht 
herzustellen, da man, um ihre Gleichung zu finden, nur die Jacobische Deter- 
minante für irgend vier von einander unabhängige Flächen des Netzes zu 
bilden und gleich Null zu setzen hat. Es ergiebt sich ohne Weiteres, dass für 
ein Netz von Flächen dritten Grades die Kernfläche vom achten Grade ist. 

Für dasjenige Netz, welches durch ein Flächenbündel zweiten Grades 
bestimmt ist, lässt sich aber auf rein geometrischem Wege die Kernfläche mit 


*) Sturm, a. a. O. No. 120. 
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orösster Leichtigkeit bestimmen. Die Quadrupeleurve €, des Bündels hal 
nämlich die Eigenschaft, dass von irgend einem im Raume beliebig gewählten 
Punkte aus sieben geradlinige Strahlen gehen, welche dieselbe in zwei Punkten 
treffen, d. h. die C, hat sieben scheinbare Doppelpunkte. Wenn jetzt ein be- 
liebiger Punkt p des Raumes Doppelpunkt einer durch €, gehenden F, wäre. 
so müssten doch die sieben durch p gehenden doppeltschneidenden Geraden 
der C, der F, angehören, was aber nicht möglich ist. weil von einem Doppel- 
punkte der F, aus höchstens sechs Geraden derselben gehen können. Soll 
aber p wirklich ein Doppelpunkt sein. so müssen mindestens zwei der von 
ihm ausgehenden doppeltschneidenden Geraden der €, zusammenfallen. d.h. 
p muss aul einer Geraden liegen, welche mit €, drei Punkte gemein hat. 
Alle diese Geraden aber bilden, wie am Schlusse von VIll. gezeigt wurde. 
eine geradlinige Fläche vom achten Grade. welche demnach die Kernfläche 
des Netzes ist. 

Es knüpfen sich an diese Betrachtung die nachfolgenden Fragen, aul 
welche aber hier nicht eingegangen werden soll: 

Wie sind die Flächen des vorliegenden Netzes beschaffen. welche zwei 
oder drei Doppelpunkte haben, resp. wie liegen diese Doppelpunkte? Wie 
viele Flächen mit drei Doppelpunkten sind in dem Netz enthalten? 

Welches ist die Fläche, welche von den Ebenen umhüllt wird. die mil 
dem vorliegenden Flächenbündel zweiten Grades eine Fläche dritten Grades 
mit einem Doppelpunkt bestimmen? Welches ist die abwickelbare Fläche. 
welche von den Ebenen gebildet wird, die Flächen F, mit zwei Doppelpunkten 
bestimmen ? Welche gegenseitige Beziehungen haben die Ebenen, welche 


Flächen F, mit drei Doppelpunkten ergeben? 


XIV. 

Ein merkwürdiges specielles Netz von Flächen dritten Grades wird 
durch vier gegen einander windschiefe und von einander unabhängige Geraden 
/, I, III, IV bestimmt. Jede F,, auf welcher die vier Geraden liegen, ent- 
hält auch noch diejenigen beiden Geraden 1 und 2 (dieselben sind quadratisch. 
d. h. mit räumlichem Zirkel und Lineal zu finden), von denen jede die vier 
ursprünglich gegebenen schneidet. und so hat man ein Netz von Flächen 
dritten Grades mit einer Grundeurve sechsten Grades, die aus sechs Geraden 
besteht. Eine einzelne Fläche des Netzes wird erst bestimmt, wenn von ihr 


N; s 
RR 
x 
Br 
5: 
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4; 
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reveben sind. denn die 


noch drei weitere von einander unabhängige Punkte geg 
vier Geraden legen der F, nur 16 Bedingungen auf, während bekanntlich zu 
deren Bestimmung 19 Bedingungen erforderlich sind. 

is soll jetzt diejenige der Flächen des Netzes bestimmt werden, welche 
durch die Punkte p,. p:» ps geht. Die Ebene e dieser Punkte schneide die 
(reraden 7, I], HI, IV resp. in den Punkten s,, $yr, Srrrs Sır und die Geraden 
| und 2 resp. in s, und 5. so geht durch die neun Punkte s und p eine 
ebene Curve drilten Grades C,, welche ganz der gesuchten Fläche F, angehört, 
und zwar ist es möglich. beliebig viele Punkte dieser Curve mittelst des 
Lineals allein zu construiren. — Durch die drei Geraden /I/, II, IV ist ein 
Ivperboloid /, bestimmt, welches #, in drei weitern Geraden trifft, von denen 
zwei die (reraden 1 und 2 sind. Die dritte ergiebt sich, indem man den- 
jenigen Durchsehnittspunkt des in e gelegenen Kegelschnitis von H, mit ©, 
sucht. weleher keiner der Punkte s ist; durch diesen auf linealem Wege 
construirbaren Punkt geht dann eine Gerade g,. welche //, IH und IV eleich- 
zeitio schneidet, und welche demzufolge der #, angehört. In ähnlicher Weise 
lindet wan auf den Hyperboloiden (ZH IV I), IV I IH), (I II II) noch drei 
neue Geraden 9. 1%. g. der F,, so dass also von derselben bereits 10 Ge- 
raden bekannt sind. Von diesen bilden 1. 2, yı. 9» 9%, 9, die Hälfte einer 
Schläflischen Doppelsechs. Es zeigt sich nun, dass die Gonsiruction der 27 
Geraden der F, in diesem Falle nur die Lösung einer quadralischen Gleichung 
erfordert. während die Construction der 27 Geraden einer durch 19 ihrer 
Punkte gesebenen #, auf eine Gleichung sechsten Grades führt. Es ist übrigens 
klar. dass die Construction der F, unter den hier angenommenen speciellen 
Bedingungen sich auch leicht vermiltelst der Grassmannschen Erzeugungsar! 
ausführen lässt. da ja die projeetivische Beziehung dreier die Fläche erzeu- 
senden Ebenenbündel. deren Mittelpunkte die Punkte p sind, unmittelbar ge- 


han Is! 


VPDeN L. 

Man kann für das betrachtete Netz die Kernlläche sofort bestimmen. 
Wäre ein beliebig in Raume gelegener Punkt Doppelpunkt einer Fläche des 
Nelzes, so könnte man auf dieser sofort sieben durch den Punkt p gehende 
Geraden angeben, von denen sechs die Schnittlinien der Ebenen sind, welche 
man durch p und je eine der Geraden /, //, HI, IV legen kann, während 
die siebente, von p ausgehend, noch die Geraden I und 2 trifft, was ein Wider- 
spruch ist. Dieser Widerspruch wird gehoben — und nur dann kann p ein 
Knotenpunkt der # 


I 


sein. wenn p aul einem der Hyperboloide liegt, welche 
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durch irgend drei der Geraden /, //, III, IV gelegt werden können, d. h 
die Kernlläche des Netzes besteht aus vier Hyperboloiden. 

Anmerkung. Die vorliegende Abhandlung war im Manuseripte be- 
reits vollkommen beendigt, als der erste Theil der Preisschrift des Herrn 
Cremona über Flächen dritten Grades erschien (Bd. 68 dieses Journals, Heft 1). 


Dieselbe konnte demnach nicht benutzt und im Literaturnachweise aufeeführt 


werden, obschon einzelne Sätze. welche sie enthält, auch in den hier 


VPEOP- 


nn 


henen Entwicklungen sich finden. — 


Zürich. den 9. Jan. 1868. 
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Ueber einige bestimmte Integrale. 
(Von Herrn H. Weber in Heidelberg.) 


Di. Integrale, mit welchen sich der vorliegende Aufsatz beschäftigt. 
enthalten die BDesselschen Functionen J' (z) von beliebiger Ordnung und bilden 
insofern eine Verallgemeinerung der von Herrn Lipschitz gefundenen Inte- 
grale *) und eine Erweiterung der durch die Resultate von Herrn Lipschitz dar- 
selhanen Analogie dieser Functionen mit den trigonometrischen Functionen. 
wiewohl einige der von mir gefundenen Integrale ihr Analogon unter den 
(rigonometrischen Funelionen nicht finden. Die Methode, durch welche man 
zu diesen Integralen gelangt, beruht auf der Anwendung einer merkwürdigen 
"ormel, welche den Werth eines dreifachen Integrals angiebt. welches eine 
beliebige nur gewissen Steligkeilsbedingungen unterworfene Lösung einer par- 
tiellen Dillferentialgleichung enthält. Auf diese Formel wird man naturgemäss 
seführt durch eine sehr einfache physikalische Betrachtung: Ist nämlich in 
einem allseilig unbegrenzten Medium eine beliebige anfängliche Temperatur- 
verlheilung P(xyz) gegeben, so erhält man mit Hülfe des bekannten Zaplace- 
schen Integrals das Gesetz der Bewegung der Wärme, d. h. die Lösung der 
Differentialgleichung: 


OU ou . ou o’u 


en Er Er Tr 
ot OX oy 0% 


in der Form: 


+2 4x +8 
E- ER / f / de dPdyP(c+Rayt, y+2Pyt, 3+2y Ye PT, 
ee | 
Nimmt man aber an, die Function P (xyz) sei so beschaffen, dass sie 
mit ihren ersten Differentialquotienten im ganzen unendlichen Raum stetig ist 
und gleichzeitig der Differentialgleichung 
od, co’® , o’® 


ee tert 
OL oy 0% 





genügt. so erhält man eine Lösung der Wärmegleichung, welche gleichfalls 
der Bedingung des Anfangszustandes genügt, in der Form: 
u = e"b(xy2). 


*) Bd. 56 dieses Journals. 
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Giebt man nun zu, dass die Wärmeprobleme auch für unbegrenzte Medien bei 
oegebenem Anfangszustand immer nur eine einzige Lösung zulassen. so müssen 
unter der über d> gemachten Vorausseizung die beiden Ausdrücke für # über- 
einsiimmen, woraus die oben erwähnte Formel folgen würde. 

Abgesehen davon aber, dass der Beweis der Eindeuliekeit der Wärme- 
probleme für unbegrenzte Medien meines Wissens noch nicht hinlänglich »e- 
führt ist, wäre ein directer Beweis dieser Formel auch darum wünschenswerth. 
weil dieselbe offenbar mit dem Wärmeproblem nichts zu thun hat und die 
Zeit nur als einen Parameter enthält. Da ausserdem der directe Beweis eine 
beträchtliche Verallgemeinerung der Formel zulässt. so werde ich zunächst 
mit einer anderen Ableitung derselben beginnen und dann die oben erwähnt 


Anwendung auf die Desselschen Functionen machen. 


g.1 


Wenn man in der Gleichung: 





1.) -mP$ = 


Polarceoordinaten einführt, indem man setzt: 
ce—S=rsin’#sing, 
y—-n=rsin’cosgy, 

3-6 =r0084, cosI — u, 


so nimmt dieselbe nach bekannten Regeln die Form an: 


2) -mPp = le =) ke 12 ee) 1 « bu 


tor = u 











u ne 


uk er ir: 77 
Legt man nun um den Mittelpunkt xyz mil dei Radius r eine Kugel- 
lläche. in deren Nähe die Function & mit ihren ersten Differentialquotienten 
als endlich. stetig und eindeutig vorausgesetzt wird, so lässt sich der mittlere 
Werth dieser Function auf dieser Kugelfläche finden. Setzt man nämlich 


4 l R ze 
= JJ® dudg 


und berücksichtigt. dass: 


+1 +7 


0 = / Jan dp! 


nn 


ee ( go 9 








2. kr) 1 op) g 
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—ı 





weil nämlich der Voraussetzung der Eindeutigkeit zu Folge 


29 * 
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und g = +7 und denselben Werth von « denselben Werth annehmen muss. 
so erhält man durch Integration der Gleichung (2.) über die ganze Kugellläche: 


r 





2.00 
or —— 
2. 1 or 
— NND = er | - 
r or 
oder 
oO’rWw . 
——— = —MrO, 
or” j 


woraus man durch Integration in Bezug auf r erhält: 
1 i 
=.) o = —!Asinmr + Beosmr!. 
\ I > 
2 


wo die Constanten A, b nur noch von den Coordinaten xyz des Mittelpunkts 
der Kugel abhängig sein können. Nimmt man nun an, dass die Function d 
die vorausgeselzten Steligkeitsbedingungen im ganzen Innern der Kugelfläch: 
erfülle. so muss die Formel (3.) auch noch gültig sein für r=0, und da w 
für r=0 nicht unendlich werden soll, so muss B=0 sein. Setzt man nun 


r—0. so wird 








w, = P(ryz)4An; 
folelich: 
Art 
i pn Be -$(rı zZ “ 
Po TYy2, 
ISO: 
n 4rt j sin mr 
A, m ze en P(ayz . 
m r 


Diese Formel bleibt richtig, so lange man um den Punkt xyz Kugel- 
llächen legen kann, in welchen die Funelion & die oben genannten Stelig- 
keitsbedingungen nicht verletzt. Nehmen wir nun an, die Function $ sei so 
beschaffen. dass sie im ganzen unendlichen Raum die Stetigkeitsbedingungen 
erfüllt. dass also der Radius jener Kugel ins Unendliche wachsen kann. so 


können wir die Formel (4.) zur Bestimmung des folgenden Integrals anwenden 


2 2 2% 
d., YJ /® (abe) e FI I HONH+Ee—N] Jadbde = 2. 
—& An u ° 


Führt man in diesem Integral Polarcoordinaten ein. was, so lange p reell und 
von O0 verschieden ist (oder wenn p imaginär sein sollte, so lange sein reeller 
Theil positiv ist), unbedingt erlaubt ist, indem man setzt: 
a-e —=rsinFsing, 
ne O ano 
b—y =rsindcosg, 


cC—3 =rc0sJ, cosI = u, 
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so ereiebt sich: 


L +1 I 
= fre "dr f /Paudg 


0 l 


und durch Anwendung der Formel (4.): 


L. 
Art a: 
2 = er P(xy3 [re  sınmr dr. 
N . “ 
() 
Nach einer bekannten Formel ist: 
& m 
2.2 0 IL nn 
/re*" sin mr dr 2, Yrre #p 
« ur pP 


() 
und demnach: 


3 


+% F% r& r 
»ı\ £ & zu iin. 321 Pi 1 { > 1 7ı - 
8.) / / / Plabe)e PUIFOTYIT N. dadbde= — e * DB(zyz 
= = T. 


pP 


Dies ist die in der Einleitung erwähnte Formel. Man bemerkt aber sofort. 
dass sich diese Formel noch bedeutend verallgemeinern lässt. 

Es lässt sich nämlich genau dasselbe Verfahren anwenden auf das 
Integral: 


[SS abe) (ya HF y-bYF GeN) dadb.de, 


50 ==00 ==00 


worin g eine beliebige Function bedeutet, welche an die einzige Bedingung 


geknüpft ist. dass das vorstehende Integral nicht nur convergent ist. sondern 
auch seinen Werth nicht ändert durch Einführung neuer Variabeln und be- 
liebige Anordnung der Integrationsfolge. Unter dieser Voraussetzung gelang! 


man auf demselben Wege wie oben zu der Formel: 


FTa+»n-+% 
| & f hf » | j va Eh u 3 ze ' 
' /JJ®P ‚abe) pıy(z—a)+(y—b)+(2—c) dadbd. 


— DD —X 


(7. | 
din D{ fi )si T 

= (TUz rgqi\ır)sınmrar. 
‘ m ‚ Y2, Fin, 


0) 


Macht man z. B. über die Function g die Annahme: 


Beer 
a nn 
Proz rP ? 


so lässt sich das Integral auf der rechten Seite ausführen. Es ist nämlich: 
L 


r ?e® sinmrdr 


ar Rein 
ee FI 
BB WERE 


2 
> 
in 
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der imaginäre Theil des Integrals: 


I% —p) 


(e—im)—P ” 





fr e ee)’ dr FR 


0) 


worin: 
I—n 7 O\Z u 4 ) ) 6 2 and 
(Ee-ım) P— (&° + m?)?* r)e i(2—p)aı te 


und aretg zwischen —&7r und +4177 zu nehmen ist; und demnach: 











I. 

- —£} ” v/ / I y ıl ER. . \ m 
/r ’e” snmrdr = — I(2—p).(e+m’)?" sin (p—2)arctg — 

Br m 

sın (p— 2) aretg —— 

FERNEN 4 2 4(2—?) Br 
= — (4m x 
Ton sınprı 


welche leiztere Form gültig ist, so lange p zwischen 1 und 3 liegt, und auch 
dann noch besteht, wenn die bisher positiv vorausgesetzte Grösse & in 0 
übergeht. Demnach erhält man folgende Formel: 

re +0 +% 


SJJ Ibde$(abe e.V («—x)’ + 6—y)’+Cc—2) 
dadb deP (abe) — — _——— 
| ((a-x) + (b-y)'+ (ce-2)’ )® 


Tl) =D iD 











‚ m 
sın (p— 2) arctg — 
| | & 
2\4(n—?) 
2. ul _. 
sınp7r 


An” Dlay) ‚. 








— = Fa 
m I(p—1)‘ 





Ist die Funetion > und der Exponent p so beschaffen, dass das dreifache 
Integral auf der linken Seite bis e=0 inclusive eine stetige Function von 
ist. so kann in der vorstehenden Formei &=0 gesetzt werden, und es er- 


ojebt sich: 


ro Fr #% 
( Es dadbdeD (abe) 2’ mr ' 
4. ren „- = P (xyz). 
\ n- JS. ee IN 








<a)’ + yw—b)’+(-c)’}r u 


$. 2. 
Ich mache zunächst eine Anwendung der Formel (6.). Nimmt man 
an, es sei D(abe) = $P(ab) von e unabhängig, so geht dieselbe über in: 


> 
m 


-r@® +& 
R i / \_.n? = ay21.(v—b)Y8 st 4p° f 
10. / /»ab)e PIE Nigadb = 7,e P(ry). 
—) n 


Ein specieller Fall der Function &, welche allen hier gestellten An- 
forderungen genügt und gleichzeitig nur von a’+b’=o* abhängt, ist die 
Besselsche Function Oter Ordnung: 


$p = J (mo), 
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welche der Differentialgleichung genügt: 


co 0 0e 
und welche ausgedrückt werden kann durch die stets convergente Reihe 


m“  % 


FE ORTE. 


JE 
oder durch das Integral: 
Le 
DE Li. 
J(2) =- cos (zsinw) do. 


4 st 
0 


Setzt man diese Function in die Formel (10.) ein. setzt in derselben .ı — 0. 
y=0 und transformirt das Integral auf Polarcoordinaten, so erhält man die 


Formel: 


FL 


? u | 1 
‚—p°0° 70) 
(11.) So J (mo) do Toll 


Dieses bestimmte Integral scheint um so bemerkenswerther zu sein, als 
das demselben entsprechende Integral für die trigonometrischen Functionen 
nicht in endlicher Form dargestellt werden kann. Insofern nämlich 9J/ mo 


I. 


eine ungerade Function ist, würde unserm Integral entsprechen: fe "sinmo do 


was auf eine unvollständige /'-Function zurückkommt. 
Um dieses Integral zu verallgemeinern, geben wir zunächst die Vor- 
aussetzung auf, dass (ab) allein von o abhängig sei. Setzt man, um Polar- 


coordinaten einzuführen: 


a=VCoSsy, = rC08q, 
b=osing, y=rsing, 
so muss der Differentialgleichung genügen: 
i ed 100 1» 
mb = —— 4+— — +4 — —- 


ee E00 0’ og 
Nimmt man an, es sei: 
pP = P(Acoshp+PBsinhy), 
wo #7 nun nur noch von g9 abhängig ist, und % der Eindeutigkeit wegen eine 
ganze Zahl bedeuten muss, so erhält man für %# die Differentialgleichung: 
h? Lo Oo 1 oWw 
r m)? = + — 


oe  E © 











Diese Gleichung hat eine durchaus stetige Lösung, nämlich die Besselsche 


Function Ater Ordnung: 


F = J® (me), 
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wo J"’(z) wieder durch eine immer convergente Reihe und durch ein be- 





stiimmtes Inteeral ausoedrückt werden kann: 


A (m ie ae a _ 3 OEL. u 5 Ban BE “ BERNER, 
’ 2.4...2h | 2.2h+2 ' 2.4.212.2h +4 \ 
! TI 

| f . l} \d zit 1 fi 2 . )/ / 

cosizsın — AD )UD = —— — 1 — OS/\ZCOSY)SINnT Lt 

ni f da; 3. u san 2 ee Ze 


f () 
Setzt man diese Function in die Gleichung (10.) ein. nachdem man das In- 
tegral auf Polarcoordinaten transformirt hat, so ergiebt sich: 
2 +7 
e ” fge pi I" (mp)dg fern (A coshp+Bsinhy)dy 
rn 


( 


m? 


u = | 
gr " J) (mr) (Acoshg-+ Bsinhg). 
In dieser Formel setze man: 
Aut, B =, g = y4nN. 
Dann nimmt das Integral in Bezug auf p folgende Gestalt an: 


75 


ee“ ping dp, 


un; 


welches sich leicht auf folgende Form bringen lässt: 

I T 
fie TR 2 feos (Zip’ro sin g—hp) dg =? J") (Zipro). 
£ 0) 


und darnach wird das obige Integral: 
* m? 


‘h _—_ —p 
[se JO (mo) J") (Zip’ro) de = 


3p7 © J' (mr) 








oder in etwas mehr symmetrischer Form geschrieben, indem man ?p’r=n setzt: 


. ch m’—n? 


=? Ihlana\ Mlsan\ nf 
12. /se rrJmo)Jlino)do = —e + J' 1.5 
on 2p 2p 


() 


Lässt man in dieser Formel » gegen O0 abnehmen und setzt für die Functionen 


RER" .yf nm ... ' : ’ 
J"’(ino), J' a) die ersten Glieder der Reihenentwicklungen, so erhält 
=] 
man die Verallgemeinerung der Formel (11.): 
. } se 
3.) h+1 ,—p?e? ICh) (/an\ nen m +p? 
13. 0 ere) \mO )do = an e s 
| - Fe pr 


U 


Alle unsere Betrachtungen bleiben für diese Integrale auch dann noch 
richtig. wenn man m irgendwie complex, also beispielsweise auch rein ima- 





Weber, über einige bestimmte Integrale. 229 


ojnär annimmt. Die Functionen J"? werden in diesem Falle allerdines un- 


endlich für unendliche Werthe des Arguments, jedoch so. dass die Conver- 
genz der Integrale in keiner Weise beeinträchtigt wird, wegen des Factors 
e”®. Denn für sehr grosse Werthe der Variablen nähern sich die Functionen 
J'’(mo) dem Grenzwerth kur cn A Heino 

ı_ 

Ebenso kann in der Formel (12.) » irgendwie complex angenommen 
werden, denn sowohl rechts als links stehen durchaus stetige Funelionen von 
», welche nur für unendliche Werthe von » unendlich werden, und die Werthe 
beider Functionen stimmen längs einer Linie, nämlich der ganzen Linie, auf 
der » reell ist. mit einander überein. Solche Funectionen müssen aber über- 
haupt übereinstimmen *). 

Setzt man also —i» an die Stelle von », so nimmt (12.) die Form an: 


’ ’ 
m“ n 


.. 
(AA \ — po? TOh)/ \ I(h)/ e v *h eh) mm 
(14. ve mo)J"(no)doe = — ——Ü"JU)| —— )- 
0) 


2p Zip’ 


In ganz ähnlicher Weise lässt sich auch das allgemeinere Integral finden: 


x 
fe er J"mo)do, 
ü 
worin A eine ungerade positive ganze Zahl bedeutet. Hat man dieses In- 
tegral gefunden. dann ergeben sich mit Hülfe der recurrenten Formel für 
die besselschen Funclionen: 


h i oJ Mz vn 
JY (2) Ems — J® (z) — — \P/ 
u] 


Mn 





- 
= 


die Integrale von der Form: 


X 


f} h+41 —p?0? (h)/ \ 
Js ey J“)mo)do, 


0 
wo 4 wieder eine ungerade ganze Zahl bedeutet, welche bis —2h-+1 ab- 
nehmen kann. Da aber diese allgemeinen Formeln keine einfache Gestalt 
annehmen. und daher auch ohne besonderes Interesse sein dürften, so über- 
gehe ich diese Ableitung und will nur als Beispiel dieser Art das eine In- 


tegral anführen: 


% m? 


as ) 

u. (1)/ Bon / DU < 4p° \ 
fe J’(mo)do = = (1-e 7), 
0) 





*) Vgl. Riemann: Grundl. der Theorie der Functionen einer veränderl. complexen 
(srösse, $. 15. 


**) Vgl. ©. Neumann: "Theorie der Besselschen Functionen. Leipzig 1867 p. 22. 
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welches sich mit Hülfe der angeführten Recursionsformel aus dem bereits oe- 
[undenen Integrale sofort ergiebt. 


S. 3. 


\an kann nun in ähnlicher Weise wie bisher von der Gleichung (6.), so 


Il 


von der Gleichung (9.) $. 1 ausgehen, um zur Bestimmung des Integrals: 


fr" 17%) (mr) dr 
T 

zu gelangen. Dieser Weg ist aber etwas mühselig, und eine strenge Recht- 
lerligung des Verfahrens, wenigstens für das ganze Intervall der Gültigkeit 
der Endformel nicht ohne Schwierigkeiten. Ich werde daher ein anderes Ver- 
fahren einschlagen, indem ich die im vorigen $. gefundenen Resultate benutze. 
wobei man nicht nur am schnellsten zu der Endformel in ihrer einfachsten 
Gestalt gelangt, sondern auch der Zulässigkeit der auszuführenden Operationen 


vollständig versichert ist. Es handelt sich also um die Bestimmung des Integrals 


s Mi a zw \ 
(1.) fr "1 JO) mr) dr, 


r 
welches convergent bleibt, so lange: 

O<g<h+3, 
wie man erkennt. wenn man die bekannten Grenzwerthe der Functionen J 
berücksichtigt. In diesem Integral setzt man nun einer vielfach benutzten 


Eulerschen Formel zu Folge: 


1 1 a rg 
I } en = . h u > e 27 e . ds 
4 — TOrizyg: 


und erhält demnach: 
1 


es 7 
j / B J re } \ u 9 } r fh / \ ——r3g 
(2. [a JV (m)d = ———— Swfs HJ) (mr)e”""ds. 
\ en ICh "m Bi > N): r 

‘(} EEE ( 





Die weitere Entwicklung der Formel beruht nun auf der Umkehrung 
der Integrationsfolge des Doppelintegrals auf der rechten Seite der Gleichung 
2.). Dass diese Umkehrung gestaltet ist, ist zwar nicht von selbst klar, da 
das Integral nicht mehr convergent ist, wenn man für die Function unter dem 
Integralzeichen durehaus ihre absoluten Werthe setzt. Es lässt sich aber in 
diesem Fall leicht nachweisen, dass die Umkehrung zu richtigen Resultaten 
führen muss. Am einfachsten geschieht dies wohl auf folgende Weise: 

Erstreckt man die Integration in Bezug auf s statt von O von einer 
posiliven Grösse & aus, so wird das Integral, wie man leicht einsieht, in ein 
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anderes verwandelt, welches, so lange & von O merklich verschieden ist. noch 
convergent bleibt, wenn für die Function unter dem Zeichen die absoluten 
Werthe gesetzt werden, welches demnach die Umkehrung ohne Weiteres oe- 
stattet. Wenn nun die Integrale, welche man auf diese Weise erhält. für 
sehörig kleine Werthe von & von den entsprechenden Integralen,. in denen 
seradezu €= U gesetzt ist, und zwar sowohl in der Weise eenommen. wie 
die Formel (2.) es verlangt, als auch nachdem die Integrationsfolee umeekehr! 
worden ist, beliebig wenig unterschieden sind, so isi die Umkehrune der In- 
tegrationsfolge in dem Doppelintegral der Formel (2.) gestaltet. Diese Stetie- 
keit der Iniegrale in Bezug auf & ist aber für das durch die Umkehrung ve- 
wonnene Integral unmittelbar einzusehen, und auch für das in der Formel (2 
vorkommende Integral ist sie leicht nachzuweisen *) 
Demnach geht nun die Gleichung (2.) in folgende über: 


J 


nu % 
fr ie mr er = — — J s'°2ds le "pH TO) mr) dr. 
I(h+1—4g ne 
() ( 


v0 
Die Integration in Bezug auf r lässt sich hier nun mittelst der Formel (13 


des vorigen Paragraphen ausführen, wodurch man erhält: 


F. 
14 


a Mr in r » 
jr AI JO) (mr)dr = 2FHTR+1— ig Je # smatI ds, 


v) 


I. / m? 


f 
£ 


Das nach s genommene Integral auf der rechten Seite geht aber durch die 
Substitulion 3=— in eine !'-Function über und ergiebt so die merkwürdig 


einfache Formel: 
SD 
y 1 
/% gs h E \ 2 od s)u— n \» 
(3.) fr 170) (mr)dr = mine ER 
« it —ı - a ( 
I(h+1—4g 





0) 


Diese Formel stimmt für den Fall A=0 mit der von Herrn Lipschitz ge- 


Am einfachsten führt zu diesem Beweis ein Satz, den ich einer Mittheilung 
des Herrn Paul du Bois-Reymond verdanke, und der für unseren Fall etwas specialısirt, 
so lautet: Sind die beiden Integrale 


/toOs@Oa  — lodr 
R R 


convergent, und nimmt g(r) zwischen den Grenzen beständig ab oder beständig zu, 


ındem es sich der Grenze O nähert, so ist: 
Soon dr=o RIO dr, 
R R 


wenn _E eine nicht näher bekannte, zwischen R und ® gelegene Grösse bedeutet. 


30 * 





en Tr 
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fundenen überein, wie man mit Hülfe der bekannten Gaussischen Relation 
zwischen den /'-Funclionen erkennt. 





Ich hebe noch zwei bemerkenswerthe specielle Fälle dieser Formel 
hervor: den ersten derselben erhält man durch die Annahme qg=Ah-+1, welche | 


immer gestattet ist. Diese Annahme ergiebt: 


es 
PT r 
(4.) [I (mr)dr = —. 
i - m 
0 
Dieses Integral hat also für die Besselschen Functionen aller Ordnungen den- 
selben Werth. 
Die zweite specielle Annahme ist A=g, welche nur in dem Fall A =0 

nicht gestattet ist, und führt zu dem Integral: 


(5.) 





1 h 


Er Je dr 1 
ö 5 

Dieses Integral ist also von m unabhängig. was auch unmittelbar einzusehen 
ist. Als Function von m betrachtet ist dasselbe aber disconlinuirlich, denn für 
m=0 hat es den Werth O0. Ist A eine ungerade Zahl, so hat das Integral 
zu beiden Seiten der Unsteligkeitsstelle entgegengesetzte Werthe; ist aber h 
eine gerade Zahl, so sind die Werthe zu beiden Seiten der Unstetigkeitsstelle 
dieselben. so dass man hier eine Function hat, welche für alle Werthe von 
m constant ist, nur für m = 0 einen isolirien Werth besitzt. 


$.4. 


(renau dasselbe Verfahren, was bisher auf die Besselschen Functionen 
angewandt wurde, führt zu ganz entsprechenden Resultaten bei einer anderen 
Classe von Functionen, welche in der Theorie der Bewegung der Wärme in 
einer Kugel eine wichtige Rolle spielen, und die mit den Besselschen Functionen 
die grösste Verwandtschaft haben, dergestalt, dass man sie geradezu bezeichnen 


/?2h-+1 
4 ) \ 


kann mit J 2). Die in Rede stehenden Functionen gehen nämlich aus 
den Desselschen Functionen hervor, insofern dieselben durch die Differential- 
gleichung definirt sind. dadurch, dass man die Ordnungszahl A in ein un- 
gerades Vielfache von ! verwandelt, und auch die unendliche Reihe und das 
bestimmte Integral 


7 


zit 1 
1.3.5... (2-1) u 





JPY) (z) = /sin?"wcos/z cos w) dw 


0 
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lassen sich ohne Weiteres auf diese Functionen übertragen, wenn man eine 
kleine, natürlich sich bietende Modification mit dem numerischen Factor, der 
vor dem Ganzen steht, vornimmt. Das Integral, welches die Desselsche 
Function zuerst definirte. wird allerdings durch ein etwas anders gebildetes. 
aber nicht minder einfaches Integral ersetzt. 

Um zu diesen Functionen zu gelangen. gehe ich aus von der auf 
räumliche Polarcoordinaten transformirten Gleichung (1.) 8.1 und nehme der 
Einfachheit halber an. die Lösung & dieser Gleichung sei unabhängig von 
dem Winkel g, wodurch diese Gleichung die Gestalt annimmt: 

(1.) mp — > | ü (2 4 IR 4 1 


tor Orr OB‘ ou ) 








Nimmt man weiter an. ® habe die Form: 
bb —= RÜPWV (u 


7 . 2} » ” » . . d. r 
wo P“’ die einfache Kugelfunction Ater Ordnung. also eine für alle Werthe 
von F=arecosu stetige und eindeutige Function. R“) eine Function von r 
allein bedeutet, so ergiebt sich für R die Differentialgleichung: 


o’RÜ),r h.h+ 
— + (m’ FR... Fr RN = 
Definirt man also eine Function SU (r) durch die Gleichung: 


72,80) + 1 
AR Bin nr re 


or’ r? 











und durch die Bedingung, dass die Function S durchaus endlich und stetig 
und für r=0 mindestens wie die erste Potenz von r verschwinden soll, wo- 
durch S bis auf einen constanten Factor bestimmt ist. so erhält man 

SU)(mr) 

u 


R' = A- 


und hat damit eine Lösung der Gleichung (1.), welche den Bedingungen des 


am Anfang aufgestellten Satzes genügt. Setzt man noch 
2h-+1 


3.) SP) = /rgN "ip, 


7 





so erhält man für die Function J die Differentialgleichung: 














Hr hl 2h+1\? 
3) 1 3) >) Fr) 
(4.) or > ae +1 “ nz J = 


welche mit der Differentialgleichung der Besselschen Functionen übereinstimmt. 
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Für die Function S lassen sich nun verschiedene Ausdrücke aufstellen. 
welche sich durch Substitution in die Diflerentialgleichung leicht verifieiren 





Inssen: Man erhält, wenn man den constanten Factor in den Funelionen 8 i: 


seeioneler Weise bestimmt: 





41 

- \ vi \ r ; fh f \ Tu 

(9. Br) = Pr fr (u)e"" du, 
nt a” 

n ua ..% er n 97 , \ M, 
(6.) Sr - / sin” ‚meos(rcosw)dw *). 
a R ' 2.3.6... \ / ) 

() 


Die Uebereinstimmung der beiden Ausdrücke lässt sich leicht durch 
partielle Integration nachweisen, wenn man für die Kugelfunetion P den 
unten Ausdruck durch einen Afachen Differentialquotienten einsetzt. Ferner 
bt sich aus jedem der beiden Ausdrücke (5.), (6.) für S die stets con- 

reente Entwicklung: 
L; PFEOHE be (. r” | e ) 
‘. BEP) mE TE aan em er an in a nn 
’ BWIR Wer 2.2h-+-3  2.4.2h+3.2h+5 
‚lan sieht, dass sowohl das Integral (6.) als die Reihe (7.). wenn man die- 
:elben durch yr dividirt, aus den entsprechenden Ausdrücken für J")(r) hervor- 
; ' „ rh+1 
sehen durch Vertauschung von h mit — ee abgesehen von dem etwas ver- 
änderten constanten Factor. 

Ausserdem lassen sich die Funclionen S”’/r) noch durch geschlossene 

ihen ausdrücken, auf die es mir hier aber nicht weiter ankommt, nur be- 


Reeursionsformel besteht, wie zwischen den Desselschen Functionen mit ganz- 


Ih 
nerke ich noch, dass zwischen den Functionen SC oder „” genau dieselbe 





| 
zahlivoem Index. nämlich: 
2h-1 rw, 7 ER U “ ’ 
en S")r) — St )(r) + S’+D(p), / 
DJ, hr / 2h+3 
2-1 Füz, x PR, y\ N‘ 
an ER EL SEE DR ET a 
welche sich aus jedem der oben gegebenen Ausdrücke für diese Functionen 
leicht herleiten lassen. Demnach können die Functionen S alle linear ausgoe- \ 
drückt werden durch die beiden ersten derselben: 
| 


N . sınr 
BF, —— —cosr. 


*) Diese Ausdrücke für die Function S sind mir bekannt aus einer Vorlesung 
es Herrn Prof. Neumann zu Königsberg. 
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Ich benutze nun ganz wie oben die Formel (6.) $. 1 zur Ableitung 
Pen 
sewisser bestimmter Integrale, die von den Functionen J ° ({r) abhängen 
Zu dem Ende mache ich in der Formel (6.) die Annahme: 
sem 
+1 
| A En 
Db(abe) = — J mr )J u 
yr | 
/?h+1 \ 
u A Na zu H 
Play) = —J (mz 
« / v3 


wonach durch Einführung von Polarcoordinaten unter dem Integralzeiche: 


die Formel (6.) die Gestalt annimmt: 
+1 


) l 
(mr, dr f P© (u)er du 
1 1 


| 2 (27 I\ 


PETMED 
| BR Fee 69 
Die Integration in Bezug auf « lässt sich hier mittelst der Formel (5.) au 
führen. und man erhält, wenn man: 
2pz=n 
setzt: 
e hl ‚?h+1 - _ 5 hl 
; oe Kur zum ee Yer(—i) ° a ll me \ 
9.) re” „” ) mr) J° ZN ur = unner. 2 Mi „ [€ 2 
: \ \ d pP <p 
0 
worin wieder wie oben m und » nicht nothwendig reell zu sein brauchen 
Lässt man nun hierin » gegen OÖ abnehmen, indem man für die beiden von 
» abhängigen Functionen J die ersten Glieder der Reihenentwicklung setz! 
so erhält man die der Formel (13.) $.2 entsprechende Formel: 


2h-+1 


Ä “ (+1) Yırm ?  -35 | 
(10.) fr ers" ’m)d = ————e 7, 1 
N DAN 3 ; 
(“pP ) 
welche bis auf den Factor y4z mit jener übereinstimmt. Für die beiden 


DIN 
02-43 








Fälle A=0 und A=1 lässt sich diese Formel leicht mit Hülfe der bekannten 
Integrale verificiren. 
‘s soll nun in ähnlicher Weise wie in $. 3 das Integral 


© 2h+3 2h+1 


(11.) Jr 2 5° (mr)dr 


(0) 
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aus dem soeben gefundenen abgeleitet werden. Das Integral 11.) behäl: 





einen Sinn, so lange 





0<gqg<h+2. 
Man setzt genau wie im $. 9 
2 9h+1-g 
l 1 ig 
ar! s e”’ "ds 
u. 





q r( 2h u) . 


und verfährt ganz in derselben Weise wie dort, indem man von der Formel 
10.) Gebrauch macht, und gelangt so zu dem Resultat: 














.d 2ıh+3 2-1 +1 2h+-3 NE n 
. PR RERERENN 2 Pe = Pe: ui 7°‘ ioudkasa »q) 
12. /r “J/" (m)d = Yınam’ 2 ° 57 4 
{ Het 
2 
was wieder, abgesehen von dem Factor, y}rı mit der Gleichung (3.) $. 3 über- 
einstimmt. 
Macht man wieder dieselben speciellen Annahmen wie oben, indem 
2h+9 2h--1 . e . 
man g=— _ und q = 2 setzt, so erhält man die beiden Integrale: 
ey) 1 
(13.) JS e RER Yır.—, 
; , 2. m 
2h-+1 ) 
Az Ir 2 
14.) fi ’ (m) — = Yın.a 
.) / — ST. f 
RE m) 37 3,1 


0 
Diese Formeln sind nur dann völlig unzweifelhaft, wenn m reell und positiv 
ist. Soll m auch imaginär sein, so muss der reelle Theil von m” positiv sein. 


und dann sind die Potenzen von m in einer ganz bestimmten Weise zu er- 
hl 


klären. Ist z. B. m negativ. so ist in der Formel (12.) an Stelle von m ? 


—(N 


zu seizen: 





+1 2h+1 2h 1 
m? (m) = (-1) ? (m)? , 
2h+1 


wo das Zeichen (—1) ° in demselben Sinne zu nehmen ist, wie in der nun- 
2h+1 





mehr auch zweideutigen Function J © (mr). Für negative Werthe von m 
werden also die Formeln (13.). (14.) 


() HH 
I (mr)dr = (—1) ° yın. 


J 








—m’ 


un dr 2h-+1 2 
BE ER 2 it. ZUM 
/} (mr) — = (—1) ° yAn. 371? 


während für m=0 beide ah verschwinden. 
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Ich hebe endlich noch einen dritten speciellen Fall hervor, den man 
durch die Annahme g=h-+1 erhält. Ersetzt man dann in der Formel (12. 


2h+1 
(—-) 


die Functionen JS durch die Function S"’, so ergiebt sich: 


I 1 e 
| SU (mr) 
\ BE ar = 


1.3.9...h—1 





fi an 
Ir - eat h eerade 
er 2.4.6... “ 
15 \ 0 
“ SO) (mr) 2.4.6...h—1 
—— d = —— h ungerade. 
\ r 5 - 


er 


Diese Integrale gehen für die Fälle Aa=0 und A=1 in bekannte Integrale 
über; sie sind, wie man sieht, für m = 0 unstetie, und zwar so, dass zu bei- 
den Seiten der Unstetigkeit bei geradem A die entigegengesetzten, bei un- 
vseradem die nämlichen Werthe stattfinden. 


Heidelberg, im Januar 1868. 





Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 3. 31 











Ueber dıe Kriterien des Maxımums und Minimums 
der einfachen Integrale. | 


(Von Herrn A. Mayer in Leipzig.) 


J 


Die folgenden Untersuchungen bringen im Wesentlichen nur dieselben 
Resultate, die ich schon vor zwei Jahren in meiner Habilitationsschrift *) ver- 
öffentlicht habe. Auch die Schlussweise ist nicht wesentlich verändert worden. 

is sind aber in der angeführten Schrift einzelne Ungenauigkeiten unter- 
laufen und manche Umwege gemacht worden, die man vermeiden kann. Diese 
längel machen es mir wünschenswerth, denselben Gegenstand in etwas ver- 
änderter Form und mit Auslassung solcher Betrachtungen, die für die Haupt- 
[rage nicht unbedingt notlhwendig sind, hier noch einmal zu behandeln. 

Der Vollständigkeit und des Zusammenhanges wegen kann die Aus- 
einandersetzung derjenigen Umformungen,. durch welche erst die zweite Va- 
rialion eine zur Untersuchung ihres Zeichens zweckmässige Gestalt erhält. 
nicht wohl umgangen werden. Zur Ableitung dieser Formeln von Herrn 
Olebseh ”*) werde ich mich im Folgenden der sinnreichen Methode bedienen. 
die Herr Lipschitz in der Abhandlung „Beiträge zur Theorie der Variation 
der einfachen Integrale‘ ***) mitgetheilt hat. und die bisher noch nicht aus- 


oedehni worden ist auf den Fall der relativen Maxima und Minima. 


$. 1. 

Als die allgemeinste Aufgabe der Variationsrechnung bei einer unab- 
hängieen Variabeln lässt sich bekanntlich. indem man alle anderen hierauf zu- 
rückführen kann, die folgende betrachten: 

Man soll die den m Differentialgleichungen erster Ordnung: 


FE a u . er pe 


*) Beiträge zur Theorie der Maxima und Minima der einfachen Integrale. 
leipzig. Teubner 1860. 


*#) Bd. 55, pag. 254 und pag. 335 dieses ‚Journales. 


*#) Bd. 65 pag. 26 dieses Journales. 
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unterworfenen Variabeln Yız Y3» ... Y, als Functionen von x so bestimmen. 


dass das Integral: 
' /r TYı9Yı939Y3:.-.Y,Y,) da 


ein Maximum oder Minimum werde. 

Dabei muss selbstverständlich m < » sein. Es müssen überdies. um 
die Aufgabe zu einer bestimmten zu machen. noch eewisse Grenzbedineunsen 
vegeben sein. Jch nehme an. dass die Grenzen , und x,. sowie die Grenz- 


werthe der Variabeln y sämmtlich gegeben seien. Durch Theilune der Aulf- 


voabe kann man alle übrigen Fälle auf diesen zurückführen. 
Nach dem Vorgange von Lagrange beirachtei man an Stelle des vor- 


selegten Problems das folgende: 


Die Funelionen y so zu bestimmen. dass das Inteoral 
J = / 2dx 


ein Maximum oder Minimum werde. worin 


(2. 2 = f+Hhpthpt +4, 
und die 4 unbestimmte Funectionen von x sind. über die man hierauf so zu 
verfügen hat. dass den gegebenen Bedingungen (].) genügt wird. Dieses Pro- 
blem ist dem ersteren aequivalent, wenn man noch hinzufügt, dass überhaup! 
nur solche Functionen y in Betracht gezogen werden sollen. welche diese 


.. 


Bedingungen erfällen. 

Selzt man allgemein: 

Yıt:y. statt y,, 

wo & eine genügend kleine Zahl und die 3 willkürliche Funetionen von x be- 
deuten, die jedoch nebst ihren Differentialquotienten 3 innerhalb der Integrations- 
orenzen endlich und stetig sein müssen, und entwickelt sodann das Integral J 
nach Potenzen von &, so geht dasselbe unter Vernachlässigung der Glieder 
von der Ordnung & über in: 


3481407, 


während sich. da stets nur solche Functionen y zu berücksichtigen sind, welche 
den Gleichungen (1.) genügen, für die Variationen 3 die m Bedingungsglei- 


chungen ergeben: 





” En A A _ 
(3.) Ip; — B7 > en a .— 0. 


A E ze h i 
 toy n . Oy, 





4 
r 
5 
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Da ferner die Grenzwerthe der Variabeln y unverändert bleiben sollen, so 
müssen die Funclionen 3 überdies noch in den Grenzen x, und x, den Werth 
Null annehmen. 

Soll nun ein wirkliches relatives Maximum oder Minimum des Integrals 
I oder J vorliegen, so muss für alle beliebigen Variationen 3. welche den 
angegebenen Bedingungen genügen, die erste Variation dJ verschwinden und 
die zweite Variation 0°J ein constantes Vorzeichen besitzen. 

Die erstere Bedingung führt auf die »+m Differentialgleichungen: 
(4.) ee , wen 


oy, de oy, 
Aus denselben ergeben sich durch Integration die »+m Unbekannten y und 
), als Funclionen von = und von einer gewissen Anzahl willkürlicher Con- 
stanten, welche so zu bestimmen sind, dass die Lösungen y in den beiden 
Grenzen den gegebenen Grenzwerthen gleich werden. 

Damit eine solche Constantenbestimmung möglich sei, müssen die Lö- 
sungen 4 2» von einander unabhängige willkürliche Constanten enthalten. 
Diese Voraussetzung wird daher dem Folgenden zu Grunde gelegt. Sie kann 
jedenfalls nur dann erfüllt sein, wenn das System Differentialgleichungen (4. 
von der 2»'°® Ordnung ist, und hierzu ist, wie man leicht sieht, nothwendig 
und hinreichend, dass die Determinante: 














Rn un 0’ 0’ op, Om | 
u . — | r + Tag . . 7 - ) a - . - . a | 
oy, ey, oy„eY, oY, oyY, 
| | 
Mi a 
n) ) n) as’ ) Aa | 
| c Y, © Y oy, Oy, c Y, oy, 
wer I | 
LO... 01 
9 Zr | 
| 
( FG m of m 0 0 
oY, oy, 





nicht identisch Null sei. 
Da somit das identische Verschwinden dieser Determinante durch die 
zu Grunde gelegte Voraussetzung ausgeschlossen wird, so kann man aus den 


»-+ m Gleichungen 


o2 


oy A 





2 70 9, =0 
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.. .. ’ a . “ . » 
die n+m Grössen y und 4 bestimmen als Functionen der y und e und fole- 


lich das System (4.) ersetzen durch die 2» Diflferentialgleichungen erster 


Ordnung: 


6 dyy, B cH dv oH 
(Vs, dze 0 ° de Oyh 


in denen #4 diejenige Function der y und ® bezeichnet, welche durch Ein- 
führung der Werthe der y' aus dem Ausdrucke 
Zı Yon —f 
hervorgeht. 
Ich nehme an, dass man die Dillferentialgleichungen (4.) oder (6.) voll- 
ständig integrirt habe, und will mit: 
) meh A=lh] 
die allgemeinen Lösungen der ersteren bezeichnen, sowie überhaupt durch 
Einschliessung in eckige Klammern die Subslitulion dieser Lösungen ange- 
deutet werden soll. 
Aus ihnen erhält man als vollständige Lösungen des Systems (6. 
| 02 0 
8) nelyıl © - [|  [en)- 


Die 2» Integrationsconstanten der Lösungen [y] und [4] mögen mit 


K 
er Me 
bezeichnet werden. Sie sind so zu bestimmen, dass die » Functionen |y; 
für = m, und 2=r, die gegebenen Grenzwerthe %,, und y,, erhalten, und 
daher in der Folge als bestimmte, durch diese Grenzwerthe gegebene Grössen 
zu betrachten. Bei bestimmten, besonderen Werthannahmen der y,, und 9,.- 
z. B. wenn man dieselben sämmtlich = O setzen wollte. könnten hier sowie 
später gewisse specielle Ausnahmefälle eintreten. Von diesen werde ich 
immer absehen und demnach Beispielsweise annehmen, dass die Determinante 
AR], die aus AR durch die Substitutionen (7.) entsteht, auch nach Einführung 
jener bestimmten Werthe der Integrationsconstanlen verschieden von Null sei. 
Diese Annahme ist zulässige. Denn da die Determinante R an sich nicht Null 
sein soll und in ihr die zweiten Differentialquotienten der y, sowie die ersten 


der 4 gar nicht vorkommen, so kann auch die vollständige Integration der 


Gleichungen (4.) niemals allgemein die Gleichung R=0 zur Folge haben. 


” 


< 
nn 


2 TEE 
wügn = 
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> % 
S. 2 
. ww» 
“= 


Um nun zu entscheiden, ob die Lösungen (7.) das eeeebene Inteoral 





zu einem wirklichen relativen Maximum oder Minimum machen. muss das 
Zeichen der zweiten Variation Ö°J untersucht werden. 

Nennt man 209°2 diejenige homogene Funetion zweiter Ordnung der 
ı und 3. welche aus £2 entsteht, wenn man allgemein [y,!+e;3, an die Stelle 
von 9, Ireten lässt und in der Entwicklung nach Potenzen von & den Coel- 


fieienten von te’ nimmi, so Ist: 
N) "I = /ANO ie 
Lu ze ® ” . J uU s2zURX. 


Um das Zeichen dieses Ausdruckes untersuchen zu können. ist es im Allee- 
meinen nölhig. die Function 20°£2 und mit ihr zugleich die Bedingungen (3. 
auf eine einfachere Form zu bringen. 

Es wird sich zeisen. dass man diese Function darstellen kann als ein 
Aggregat dreier Funelionen. einer homogenen Function zweiter Ordnung von 
nur » Argumenten 7,1% 2%» ++ %7,, Welche lineare Funetionen der 3 und ihrer 
Dilferenlialquotienten sind, dem Differenlialquotienten einer homogenen Function 
zweiter Ordnung der 3 und endlich einer in Bezug auf die dp, linearen ho- 
morenen Function. während sich die day, selbst in lineare homogene Funclionen 
der „ verwandeln. 

Statt der Funetion 20° werden wir zunächst eine andere Function 


% 


beirachten. die Funelion nämlich: 





22 Sr Bar ı [OP% 13, 
\ i u; j ER ! & Y, m . Loy, | \ 
I 
n ’ = 220) 7 ” 2 “ 2 
| a %' u Y ee bu im |; N | 2| et , M 3 e ae ]; ‚t 
== IL oy,oy, - ar) - öy,0y yıy oy,oy, Jh del 


De 


welche der Coeffieient von 48° in der Entwickelung derjenigen Function ist. 
welche man aus £2 erhält, wenn man die Variabeln y und 4 durch die Grössen 
'yl+ez und ‚Al-+zu ersetzt. 

Die Funetionen 20° und 2.0, stehen in dem Zusammenhanse: 


m 


11.) 22 = 22%, —2 Fr u,0,. 


l 
Man kann daher auch an Stelle der Function 20° die Function 22, um- 
formen und behält dann noch die Freiheit. über die Grössen v: nach Belieben 


verfügen zu können. 
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Zu dieser Umformung werden die Lösungen eines gewissen Systems 
von Dillerentialgleichungen gebraucht, das mit dem System (4.) in engem 
Zusammenhange steht. 

Dilferentiirt man die durch die Substitutionen {7.) identischen Glei- 
chungen (4.) nach der Constanten a,, so erhält man wiederum identische 
Gleichungen, und diese Gleichungen lassen sich, wenn man alleemein unter 
(2,(<,v) den Werth versteht, den die Function (2, für die Werthe $,, v, der 
‘,, 4, annimmt. also darstellen: 

58, (il SU) | on, (ul, 218 ' zo (el 41) 
ne)? od, di N "\oa, od; 


oA; 004 / 


0. 


. 


)f 2 Br 
„oly | da ( lyı | o|4 
"A 1 = 2 


od, od; od; 


Man erkennt hieraus, dass die Ausdrücke 
if 


12. 7 Freu =2&y 
l l 


mit den 22 willkürlichen Constanten y die allgemeinen Lösungen der linearen 


Differentialgleichungen sind: 


082, (u,r) d o8,(u,r) o8,(u,r) 
(13. — lo _i DI. _— 7.2 U, 
. OU dx du; or; 
 EBRAAER 
dx 


zu denen man auch gelangt. wenn man die zweite Variation Ö'J selbst als ein 
Integral betrachtet, dessen Maximum oder Minimum gesucht wird. 

Die Lösungen dieser Differentialgleichungen besitzen zwei, für uns 
äusserst wichtige Eigenschaften. 

Zunächst hat man, indem 22, eine homogene Function zweiter Ordnung 


' 


der 3, 3 und «u ist: 





( » 408, Oo 3, 8 08, 
ep Me Re IE RL 
1 )/ y}, 1 OU 
ai y (O8, d o8, \, d 2 os, , 24 S2, e 
— ... ii a N P. 
ht O3, de 03, A Te O3; I" ou 


Daraus folgt, dass jedes System Lösungen der Gleichungen (13.) die Gleichung 
identisch erfüllt: 


d o8, (u, r) 
f \ 9) e „oe * A Na, 
(14) 2,(u,r) = a zı u), > 
0 — 
dx 


“erner findet für irgend zwei verschiedene Systeme Lösungen dieser Dil- 





ET BT 


‘ 
F > 
Rh 
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ferentialgleichungen. «, r und w, 7, identisch die Gleichung statt: 








o2,(u,r) , do, o8,(wr)), = O8, (u, r) da OR, (u, r) 
‚wm, ————— + — -/+ 3,1, — a — = — 5 0, —ıa 2 
er ou), dx 2 du), de he Orr er "7° 
ber erg O u _ 
| dc dx 


sowie diejenige, welche aus dieser entsteht, wenn man die a, r und ®, x mit 
einander vertauscht. Nach einer bekannten Eigenschaft der homogenen Functio- 
nen zweiter Ordnung bleibt aber bei dieser Vertauschung der erste Theil der 


obiven Gleichung ungeänderl. Es muss daher auch: 











_ o82 (u, _ IR. o8,(w, T) 
— Erd, — — !, u, — 
de du, 7 don, 

oO —— ( 
dr dx 


sein. woraus durch Integration folet: 


ä n o2, (u. r) oO (w, T) 
N! | I. \ x» lo L si Ban x A — U a en BI — C n 
f u; h r ö du; h ” dw), 0 st. 
On ae: 
d. dx 


Zur Umformung der Funelion (3, benutzen wir r» Systeme vollständige: 
Lösungen der Gleichungen (13.): 








In oO yn| n OÖ [A:] 
16.) u Fy —— y— N yt 
\ ge u a =: ca; 


und führen, statt der „+m Grössen 3 und «, » neue Variable y ein vermittels! 


der »--m Gleichungen 


n 2 
a 0 a) .; 
(17.) 7 = Ion > uU, = =Iori; 


mit anderen Worten wir setzen für die « gewisse lineare Functionen der ;. 
Aus diesen Substitutionen ergiebt sich: 





d;z;, [9 
= 4m 
dc u Bi 
. n du‘, 
18 \ (= 0 
(18.) =h — 90 d.r y 
» m, 
mn = 2, u: 
1 dx 


Es kommt nun hauptsächlich darauf an, die Function £2} zu bilden, welche 


’ . 4; 
entsteht, wenn man in 2, den 3 und « die Werthe (17.) giebt, die 2 aber 
jicht = +, sondern nur ={ annimmt. 

Zu diesem Ende bemerke man, dass, wenn die neuen Variabeln y 


Constanten wären, die Ausdrücke (17.) Lösungen der Differentialgleichungen 
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13.) sein würden und man daher nach (14.) haben würde: 


/ n n Er ( 2, UN 
fi 0) Ds - y' \ %y' od %y' * > 7 
ee 73 2 112 2 Rene 
| 
dx 


Weil nun aber die Function 242) die Differentialquotienten der g gar nich! 
enthält und folglich dieselbe Gestalt behalten muss, gleichviel ob die Grössen 
y Constanten oder Funclionen von x sind. so gilt die vorstehende Gleichung 
für alle beliebigen Werthe dieser Grössen. sobald man nur auf der rechten 
Seite die angedeutete Differentialion nach x so ausführt, als ob die y unab- 
hängig von x wären. Dies kann man aber auch dadurch erreichen. dass man 
die g als Funelionen von x betrachtet und rechter Hand diejenigen Glieder 
abzieht, welche von der Differentialion der y nach x herrühren. Hiernach 


findet für alle beliebigen Werthe der g die Gleichung statt: 





2 d n nn n 0.2 (u? ro) \ 
‘) ey u GE y' x we er J 
N je a u |, - VER un, ‚I 7 
da” e “du; | 
U — — 
da 
n n de o82, (u?, r? 
/ - 5; y' ug: 0 y' Pau 2 / 
19 77° 08 | du; 
dx 
n n dag, 02, (u®, r! 
u |, | m (7 To u, |) | 
1 ı > da du 
| ver 
dx 


Der Werth, den die Function 22, durch die Substitutionen (17.) annimmt. 
entsteht nun aus 22} dadurch, dass man darin allgemein: 

C,tn, statt £, 
setzt. Da £, in 2.02% nur in der ersten und zweiten Potenz vorkommt. so 


erhält man: 





om nn oa’ 2 

% (0) “ R 

20.) 202, u 2..2+ 2 3, oE, N} ‚+2 > BY = ZT NN: 
‘en 1 2 


Aus der ursprünglichen Definition der Function £2} ergiebt sich aber sofort: 


6 2) n 02 


06 











Nach (17.), (18.) und (19.) wird daher: 
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o8, (ut, r? 





Die beiden letzten Glieder lassen sich zusammengefasst also schreiben: 








— 605 * ( „ORB,(u?, re) „088, (u, r°) 
Zeig, Ge, u Fat 
Page: en een . du; du, 
O - © | 
dx da 


Unierwirft man daher die eingeführten » Systeme Lösungen der Differential- 


.. n(n—1) s 
gleichungen (13.) den —— Bedingungsgleichungen: 
n () ) (0) [B) ON 
Uns (Us 1 D ( u ., Mu 1 
21 2 KW — =, 
du „du, 
I od. O- 
da d.c 


die nach (15.) unabhängig von x sind und folglich nur Bedingungsgleichungen 
zwischen den 2» Constanten yj ergeben, so fallen jene beiden letzten Glieder 
weo, und man erhält. indem offenbar: 


a _ 00 _ [20] 
00,0% O3) ( ;, oy,0y 
ist: 
n 7) GO f d .0\ z ä = 2() 7 
d C u u N) 7 / ee CO u 
2 () PEN xy Mi xy 2 \ b7 a, ) R) y' u Be ie ; 
= —j ( 1 ——— [n,n;. 
2 nz, jr eo Jo M) T_ — | y y in fi 
di Tue Ze du) 7 Loy,®y, 
Ö- . 
dx 


Wir sind somit zu der folgenden "Transformation der Function 20°42 gelangt: 


1 - 220 N n sa.e a N m 
en - # ED a ( . . Us, un ‚I ra N 
202 = N) | MMT zz, ,I er — 2 5,u, 0, R 
Fr oy,„oy, de 15° ! du‘, l 
O n 
d.c 


worin die Grössen g, « und n definirt werden durch die Gleichungen: 


n n d;;, n du? 
“ u 0 y' 0 x I y' 
= 3 WI 1, = Er; mM —5gG 
yıı -o hGIo FR -o Io : Ih dx - oIo dx 
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Gleichzeitig sind aber auch die Ausdrücke dp, umgeformt worden. Setzt man 
z . “R j "PER ! 
nämlich in denselben für die 3 und - - die vorstehenden Werthe ein. so gehen 
i d.c 
sie über in: 


E " "Oo ] N du? n en - 
: I Oo fü sı 1 09 I ‚[Tog: 
Iy h =, Jo Pr N . Eu, a Ta ( 4 >. | >» N. 











| . oyı - oy, de oy, 
Hierin ist aber der Coeffieient von g, 
oB, (u, r 
or, 
und mithin nach (13.) = 0. so dass sich die Formel redueirt auf: 
\ Z ot 
pi: 3,[#]: 
| ı Loy,-J. 
. : Er ; d; F 
Es bleibt jetzt nur noch übrig, Alles in den 3 und 7, auszudrücken. Nach 
(dr 
(17.) hat man zunächst: 
= untugRttWg. 
Seizt man hierin <=1,. 2,... » und verbindet diese » Gleichungen mit der 
aus (18.) entspringenden Gleichung: 
.d;, du! du du‘ 
—1N:ı+ - — _- - Id, + — G7'+"7r (,» 
hT de de IT Ir 9° de 9 
so erhält man durch Elimination der g: 
! a 1 / n 
| d;, du! du! | , 
22. U. — me Eee _ = U,, 
(2*.) m | dx da dx 
l 7 
3 u 4 
| $1 N I | 
| Mr 1 7 | 
| An U, u. U, 
worin: 
(23.) U= Z+wmm...u.. 
Auf ganz analoge Weise ergiebt sich: 
n n 70 (1? .rP 
Un \Us,? 
7 =) N a 2 ie SE A 
Ü 2,9I:.&n yh u 0 
ı ° du), 
de 
n n a n 702 u” re) | 
J u u 7 x 0 ) b) % 
—-——-|/0 zZ, ne 0 Fuyn m = —2b, 
(24.) l 0 all, 1 Ö au, | 
| dx dx | 
3ı A At u | 
1 n 
In U, ns Un 
32 * 


A 


Bi 


4 
& 


Pe 


ET en, 
ee) 2a . 
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und endlich findet man. wenn man zum Ueberfluss auch noch die Werthe der 


ı: kennen lernen will, auf demselben Wege aus der zweiten Gleichung (17.): 








(25.) U.w.=-—-|0 r ... ——R,, 
Ei ze. s 
| 
) 
| Ar u n 
Wr Se . 








so dass man schliesslich die Formel von Herrn Clebsch erhält: 





| — [ 08 I U,U d 2B = 5 5 
‘ » > ) () u; Sy, x | C > h 4 FREI. Kai; E y no ) in; 
20. —Loy,oy, 4 U de U! 2, The 


Da gleichzeilig: 





" [0p1I Ur 
% D 
27) OS] 
\ 7 fi ur 7 : oy, [ 


geworden ist. so sieht man, dass die erhaltene Umformung Alles leistet, was 
im Eingange dieses $. in Aussicht gestellt wurde. 


Die Definition der darin auftretenden Grössen ist in den Formeln (22.). 








23.). ı24.), (25.) und (16.) enthalten. 
$. 9. 
Die Formeln (26.), (27.) gelten identisch für alle Werthe der 2n' 
n— 1 
Constanten y?, welche den *C = von x unabhängigen Bedingungsgleichungen : 
g ne O2, (u: ,r?) 082, (u°, r°) 
(21.) BY \u) = = —_e - ! — (0) 
1 Ä du: du, | 
oO —— Oo —— 
\ dx dx 


genügen und für welche die Determinante 


U= FZ+tuwW...u" 

nicht identisch Null 
Es handelt sich nun darum, diese Constanten wirklich den genannten 
Forderungen gemäss zu bestimmen. Unter der Voraussetzung, dass die In- 
tegralionsconstanten a der Lösungen [y] und [A] s. g. canonische Constanten 
seien. hat Herr Clebsch die allgemeinsten Werthe der y? angegeben, welche 
diesen Bedingungen genügen. Für unsern Zweck aber ist es gar nicht nöthig. 
diese allgemeinsten Werthe kennen zu lernen; wir werden vielmehr nur ein 


ganz bestimmtes, besonderes System Werthe der y} benutzen. 
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Um dasselbe ausfindig zu machen, erinnere ich daran, dass: 


die vollständigen Lösungen des Systems Differentialgleichungen sind: 


(6 \ dyn R eH do; OH 
% ai | W 


dx od,’ dx oyı 
Die 2» Gleichungen (8.) müssen sich daher nolhwendig aullösen lassen nach 
den 2» Integrationsconstanten 


d, ° ds. . . . dis,» 






































ER. FR 
Seien: 
5» (8) --.: (@ 
die hierdurch erhaltenen Werthe. Setzt man dieselben rückwärts in die 
Gleichungen (8.) ein, so werden dieselben identisch und können daher nach 
den y und » differentiirt werden. Thut man dies und substituirt nach der 
Differentiation für die y und © ihre Werthe (8.), so erhält man das folgende 
System identischer Gleichungen: $ 
Oyn  olyr»| [O(a)7 : 
a7 — >37 u = . 
Ta ı°’ 0, Loy 
| - o yn| ro A; m 
BEZ m * [vl 72%) |, 
(28 ) ı° 0 L 00, - 
|  O[o.] [OCa) 7 
| u u ut, 
1 od, - Oo - 
con _ 2% Sm] [Ola : 
0, = ca; L ov, 
. 0 0077 de ı ’ 49 g.0li 
worin = ——0 oder —1 ist, jenachdem die Indices A und o ver- 
OYo OYo i 
schieden oder einander gleich sind. 
Nun ist: 
J ! 
u = Sy u in] | ” 
1 oa, Yan 
und wie leicht erhellt: ' 
o8, (u, r°) = . 7 EM er ] bö .. er; on]. h i 
„ dus Tri 90, Oy, Ti 9a; Be 
6) ” 
dx Ki 
U; 
Setzt man daher allgemein: h 
o(a;) W' 
29) = [| 
| 2 Mi OU, 5 M 
. . . "oO d; .e . . . ” 
d. h. gleich dem Werthe, den die Function x ) für irgend einen bestimm- A, 
? O0, > > 
K: 


P 
& 
R 

N 
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ien Werth x, von x annimmt, so wird für = x, 


Oo J 0 
’ os2,(u°, r?) 
„—0 und : -—-0 oder =1. 
du? 
oO — 
dx 
ienachdem 9 => h oder o = h ist. 
| an \ .  n(n—1 
Durch die Werthe \29.) der Constanten y? werden sonach die —-, 


Bedingungsgleichungen (21.) identisch erfüllt für x = x,, folelich,. da sie un- 


abhäneie von x sind. überhaupt für jedes «. 
} 


Das System Werihe (29.) der y? besitzt aber noch eine zweite wich- 
se Eieenschaft. die nämlich, dass für dasselbe die Determinante U sich aus- 


drücken lässt durch eine andere Determinante. die in den Kriterien des Maximums 


und Minimums, wie man sehen wird, eine sehr hervorragende Rolle spielt. 


Hultiplieirt man nämlich die Determinante: 


Br re A ee 


. oa od, od 


!n 


nl el... Sul 


ca, od, Ode, | 
lvo elvlo ,,,. Clyde; 
ca, od, Od», 


BEE EEE 
elle no ,.. 2lede 
| oa, ca, Oln 


olwl, ».. folygl | ’ i 
in der ein] —_ für |‘ iv ‚| steht, mit A,, wo A, den Werth der Deter- 


( 


Br Er | F 6, ] o OlAu+1) ee O(a>,) ] 
R 2 A cu - - ... _—— r Fe u AR 
_ oo, - Oo, 6) Y, Oo Yn 


für 2 = x. bedeutet. und wendet auf das Produet den Satz von der Multi- 


minante: 





plication der Determinanten an, so erhält man wegen der Identitäten (28. 
die Formel: 
Ba,2,) = A,Is2,), 


in welcher U'x, r,) diejenige Determinante bezeichnet, die durch die Sub- 
stitutionen (29.) aus U hervorgeht. 

Diese Relation. die man bei Einführung der reciproken Determinante 
von A: 


- + 2lel... 3le] Old... 2] 


oa ca, Odyzı On 








ce 
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. 


auch so schreiben kann: 
/„Ulz,&,) = I(z.&.). 
lehrt. dass die Determinanten U und S(x, x) bis auf einen von x unabhän- 
oigen Factor einander gleich werden, sobald man den y? die Werthe (29.) giebt. 
Hieraus folgt zugleich. dass diese Werthe auch der zweiten Bedineune 
genügen, wonach die Determinante U nicht identisch Null werden durfte. 
Denn die Determinante /(x,x,) kann nieht identisch Null sein. so 
lange man die 22 Integralionsconstanten a unbestimmt lässt. indem sonst der 
Grundbedingung, dass die Funclionen y in den beiden Grenzen gegebene Werthe 
annehmen sollen, nicht genügt werden könnte. Nach dem. was am Schlusse 
von $. 1 festgesetzt worden ist. kann sie daher auch dann nicht identisch 
verschwinden. wenn man Jür diese Constanten die aus der eenannten Be- 
dingung folgenden Werthe einsetzt. 


Die Determinante Ur. r könnte sich daher nur dadureh auf Null 


redueiren. dass A,=0 oder ., x würde. Das ist aber unmöelich. Denn 
die Determinanlen A und sind unabhängige von .r. 
Man kann dies indirekt aus dem Poisson - Jacobischen oder dem La- 


grangeschen Satze der Siörungstheorie folgern. Man zeigt es aber leichter 


sanz direct. 


Differentiirt man nämlich die Determinante nach x. so entsteht: 
BEN n ’n -) - I a | N 
dT7 — NY, Y \ ad ojen] | ( d olyn| 
d.r Tr de ai, Br Ön, dc Od, i ( [yı | d.r oa 
Io ———— ( 
od, N 


Aus den durch Substitution der Lösungen (8.) identischen Gleichungen 6. 


ergiebt sich aber, wenn man dieselben nach «a, differentiürt: 








a [2 12a) 
de ca, T+rLooOnJ 0a, | LovonJ 0a; ) 
a olal _ _y [2 Jo) FEHLEN, 
dx ca; z. | oy CYı od, u Oo} CD; Od, 


Substituirt man diese Werlthe in die vorhereehende Gleichune und nimm! 
die Glieder zusammen. welche mit denselben zweilen partiellen Dillferential- 
quolienten der Funetion 7/ multiplieirt sind. so findel man unter Anwendung 


der ersten Determinantensälze: 


d‘\7 e A | o’H ] | co’H ) 0 
“ Ni N ov,CYı Oyn©d} \ 


Die Determinante ‘V ist demnach in der That unabhängig von x, und sie kann 


Dr I, 


En ET Ei ae ES 


N 
Ä 
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nicht Null oder unendlich sein, weil sich aus den 2» Gleichungen 
„=, =lyıl 
die 22 Integrationsconstanten a ausdrücken lassen müssen durch die e und y. 
um ein vollständiges System von Integralen der Dilferentialgleichungen (6. 
zu bilden. 
Wir können hiernach unsere Resultate in den folgenden Satz zusammen- 
lassen. dessen grosse Wichtigkeit erst im Folgenden klar hervortreten wird: 


2 


31.) Wenn man den 2n’ Constanten zy? die Werthe giebt 


y 


u Er | 
j: OÖ Ög x: x ? 


in denen x, einen beliebig gewählten Werth von x bezeichnet, so werden di 
Bedingungsgleichungen (21.) identisch erfüllt und es wird überdies identisch: 
} Y m u 
Ü _— Ü . Sie, Lo )s 

wo Ü eine von Null verschiedene und von x, unabhängige Constante ist. 


$. 4. 


Wir sind nun vollständig ausgerüstet, um an den eigentlichen Zweck 
dieses Aulfsalzes, die Aufstellung der Kriterien des Maximums und Minimums. 
sehen zu können. 

Wendet man die erhaltene identische Umformung (26.) auf die zweile 
Variation 


9) J = S2P2dr 


an, so erhält man mit Rücksicht auf die Bedingungen, denen die Variationen 
ı unterworfen sind, die Formel: 


x 
j n 


32.) VJ = fax 3123:;| 


Oy, oy, 





o2 1U,T, 
“198, 


während nach (27.) die Bedingungsgleichungen dy, = 0 übergehen in: 
‚O6 2 00 k E 
3) 3 |u, = 0 
ı L Oy, 
Indem aber bei der Ableitung der Formel (32.) aus der Transformation (26. 
für das bestimmte Integral 


ua x | 2B ’ 
die Differenz der Grenzwerthe des unbestimmten 7y geselzt worden ist, welche 





a 
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AZ EZ 


verschwinden. weil die Variationen x in den Grenzen verschwinden müssen. 
so kann diese Formel nur so lange angewendet werden, als die durch 24. 
>) 


2B . W 
T innerhalb der Grenzen x, und x, endlich bleibt. 


Nehmen wir nun die Grenzen so ene an. dass innerhalb derselben 


definirte Function 


weder einer der Coeffieienten der ursprünglichen Function 2S°2, noch auch 
oly ol? 
eis und 14] 


od oA 


ireend eine der Grössen unendlich wird. so erleidet diese 
Funelion nur dann eine Endlichkeitsunterbreehune. wenn ihr Nenner U Null wird. 

Das Verschwinden von U hänet aber ab von den Werthen der 2n 
willkürlichen Constanten y/, und wir können daher, indem wir selbstverständ- 
lich stets nur solche Werthe dieser Constanten betrachten. welche den Be- 
dineungsgleichungen \21.) genügen, unter der gemachten Voraussetzune den 
[olgenden Salz aussprechen: 

l. So lange man die willkürlichen Constanten z/ so bestimmen kann, 
dass die Determinante U innerhalb der Grenzen x, und w, nirgends verschwindet, 
gilt für alle in Betracht kommenden Variationen ; identisch die Formel 32.). 
in welcher diesen Constanten eben solche Werthe beizulegen sind, welche der 
genannten Forderung genügen. 

Sobald man aber die obere Grenze x, weiter ausdehnt. als es die 
Bedingung erlaubt. dass U nicht verschwinden darf — und wir werden sehen. 
dass sich aus dieser Bedinsune im Allgemeinen immer eine äusserste Grenze 
ergiebt, die nicht überschritten, ja nicht einmal erreicht werden dar! —. so 
wird die Formel 352.) falsch. und man muss dann wieder zu der ursprüng- 
lichen Formel (9.) zurückgehen, in der die Grenzen keinerlei Beschränkung 


unterworfen sind. 


©. 2. 

Soll die zweite Varialion ein sicheres Kriterium des Maximums oder 
\Minimums liefern. so muss sie weder ihr Zeichen ändern. noch auch selbst 
verschwinden können, es sei denn. dass die sämmtlichen Variationen ; iden- 
tisch Null würden. Denn wenn die zweite Variation verschwindet. so wird 
die Aenderung des Integrales von der dritten Ordnung und kann daher im 
Allgemeinen ebensowohl positiv als auch negativ gemacht werden. 

Dies vorausgeschickt lässt sich aus der Formel (32.) der folgende 
Schluss ziehen: | 

ll. Ienn man die willkürlichen Constanten so bestimmen kann, 


fi ı 


dass die Determinante U innerhalb der Grenzen x, und x, wicht verschwindet, 
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und wenn überdies die homogene Function zweiter Ordnung 


en = 51 100, 


—— Loy, oy, 

swischen deren n willkürlichen Argumenten U, die m linearen Bedingungs- 
gleichungen (33.) bestehen, innerhalb dieser Grenzen ihr Zeichen nicht ändert, 
so kann die zweite Variation 0°J weder ihr Zeichen ändern, noch selbst ver- 
schwinden, und es findet dann folglich für die Functionen |y] sicher ein Maxi- 
mum oder ein Minimum statt. 

Aus den gemachten Voraussetzungen ergiebt sich unmittelbar, indem 
nach denselben der Ausdruck unter dem Integralzeichen endlich bleibt und 
einen Zeichenwechsel nicht erleiden kann. dass das Integral (32.) ein unver- 
änderliches Vorzeichen besitzt und nur dann verschwinden kann, wenn die 
Function 2W identisch Null wird. 

Um den letzten Theil des Satzes zu beweisen. muss demnach unter- 
sucht werden, wann diese Funetion identisch verschwindet. 

Aus der Algebra ist bekannt, dass sich jede homogene Function zweiter 
Ordnung von 2 Argumenten, zwischen denen m lineare homogene Bedingungs- 
gleichungen bestehen, in ein Aggregat von »—m (uadraten umformen lässt. 

Setzt man 

(34) U = mV rmlıt +" Von: 
so kann man die »(a—m) Coefficienten p), so bestimmen, dass diese Werthe 
der U, den m Bedingungsgleichungen (33.) genügen und überdies die beiden 
Gleichungen zu identischen machen: 
wm —= po, V’+0V’+:-+0,_, id 


Be Kr ned 


Die Grössen o sind dann die Wurzeln der Gleichung: 


62 oQ | [ og | [ u Ä 
ie IR er ER — . Pu a ı = V. 
| oy,cy, | \ | oy,oy, ey, - oY, | 


Be] a DE 
a . 1.58 — I —1 —- I. .+.. | 
-oy,coy, oy,oy, v oy,- oy 

op, | | el | 0 
| oy, - u de oy, f 0. Di 
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Das von 9 freie Glied dieser Gleichung ist nun gerade die Determinante | R). 
die nach Voraussetzung nicht identisch Null ist. 

Daraus folgt, dass keine Wurzel » der obigen Gleichung identisch Null 
sein kann. Die Function 2W lässt sich daher bei unbestimmtem .r nieht in ein 
Aggregat von weniger als »—m Quadraten transformiren. Soll dieselbe über- 
dies, wie es der Satz verlangt. innerhalb der Grenzen ., und .r, ihr Zeichen 
nicht ändern. so müssen die »— m Coeflicienten o zwischen diesen Grenzen 
stets positiv oder stets negaliv bleiben. Es kann demnach alsdann innerhalb 
der Grenzen x, und x, die Function 2W nur dadurch für jeden Werth von 
x» verschwinden, dass die sämmtlichen »—m Grössen }, identisch Null werden. 
und dies zieht in Folge der Substitutionen 34. das Verschwinden der » Grössen 
U, nach sich. 

\Wenn die Bedingungen unseres Satzes erfüllt sind. so kann demnach 
das Integral (32.) nur verschwinden für solche Funelionen x. welche Lösuneen 
der » linearen Dilferentialeleichungen erster Ordnune 

(35. ei Ben .: LoR 

sind. Da man aber nur solche Funetionen 3 zulassen darf. welche in den 
beiden Grenzen verschwinden. so muss noch hinzugefügt werden. dass diese 
Lösungen in den beiden Grenzen oder — indem man auch nur in einem Theile 
des Intervalles x, bis x, den Variationen 3 die aus (39.) foleenden Werthe 
oeben und dieselben in dem übrigen Theile constant „leich Null annehmen 
kann. vorausgeselzt. dass zwischen diesen beiden Arten von Werlhen ein 
stetiger Uebergang stattfindet — überhaupt für irgend zwei verschiedene Werthe 
von x innerhalb der Grenzen verschwinden müssen. 

Erinnert man sich aber des Werthes 22.) von U,, so sieht man, dass die 
allgemeinen Lösungen des Systems Differentialgleichungen (35.) folgende sind: 
, = 0m + Gut: + c,u,. 
worin die Grössen e willkürliche Constanten bezeichnen. Wenn daher diese 
» Lösungen, ohne identisch Null zu werden, für irgend einen Werth von x 

oleichzeitio verschwinden sollen. so muss die Determinante 

U tue..." 
für diesen Werth von x ebenfalls verschwinden. Nun waren aber in der 
Formel (32.) die willkürlichen Constanten der x) serade so zu bestimmen, 
dass innerhalb der Grenzen x, und x, diese Determinante nirgends verschwin- 
den konnte. Es können daher die » Ausdrücke U, innerhalb dieser Grenzen 
niemals gleichzeitig für einen, geschweige denn für zwei Werthe von .r ver- 
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schwinden. Damit ist nach I. auch der letzte Theil unseres Satzes erwiesen: 
man sieht. dass die zweite Variation weder ihr Zeichen ändern. noch auch 
verschwinden kann, so lange die Voraussetzungen des Satzes Il. erfüllt sind. 

Wenn dagegen innerhalb solcher Grenzen, wie sie der Salz I. ver- 
langt. die Function 2W ihr Zeichen ändern kann. so muss es wenigstens 
einen Coellieienten o geben, der in irgend einem Intervalle zwischen x, und 
r, ein anderes Vorzeichen besitzt als die übrigen. woraus leicht erhellt, dass 
alsdann das Integral Ö°J/ nach Belieben positiv oder negativ gemacht wer- 
den kann. 

Die Bedineunge. dass die Function 2W innerhalb eines Grenzeninter- 
valles. für welches die Formel (32.) gilt, ein unveränderliches Vorzeichen 
habe, ist demnach nicht nur hinreichend, sondern auch unbedingt nothwendig 
zum Bestehen eines wirklichen relativen Maximums oder Minimums des über 
dieses Intervall ausgedehnten Integrales / oder F. 

Aus diesem Grunde und um mich kürzer ausdrücken zu können, werde 
ich im Folgenden immer vorausselzen. dass diese Function zwischen x, und 
r, ohne Verletzung der Bedingungsgleichungen (33.) eines Zeichenwechsels 
nicht fähig sei. 

Unter dieser Vorausselzung lässt sich die Bemerkung, dass die zweile 
Variation nicht mehr verschwinden kann, wenn die Bedingungen des Salzes 
Il. erfüllt sind -— eine Bemerkung, die ursprünglich von Herrn fichelot herrühr! 
und die ihrer Wichtigkeit wegen als besonderer Salz gefasst zu werden ver- 
dient —, kürzer also aussprechen: 

III. So lange man die willkürlichen Constanten y; so bestimmen kann, 
dass die Determinante U innerhalb der Grenzen x, und x, nirgends Null wird, 
ebenso lange kann auch die zweite Variation selbst nicht verschwinden. 

$. 6. | 

Aus diesem Satze folgt nun zunächst leicht, dass es im Allgemeinen 
immer eine äusserste Grenze x giebt, welche die obere Grenze .x, nicht über- 
schreiten. ja nicht einmal erreichen darf, wenn es möglich sein soll, die Con- 
stanten y/ der ausgesprochenen Forderung gemäss zu bestimmen. 

Die Formeln (13.) und (14.) nämlich zeigen, dass für jedes System 
Lösungen der Differentialgleichungen 
d 082 eo 


= ne _ - „2 a (0) 
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07) de 03, Ct; 
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ist. Daraus aber folgt, dass die zweite Variation 


/ 2) Ddx 


\ 


0 


durch Werthe der 3. welche den m Gleichungen 


0 

ax ; ( 

/ OU, 

genügen und in den beiden Grenzen Null werden. immer dann zum 


schwinden gebracht werden kann. wenn z, -  .r' 


nächst an x, gelegene Wurzel der Gleichung bezeichnet: 


36. I(z. x cly,] olyıl olyJ] | = Od. 
( d, ? od, L Od, 
o[y.] olyn| olyu] 
od, ‚ od, i Od», 
| ( lv. |, oly |, b.. lv, | 
| oa, da, ° can, 
| i 
o|y lo Olyalo . Lu lo | 
oa ? od, i dan | 


l 
Selbstverständlich wird immer x, < x, vorausoeselzt. 


sind die 


In der That, nach 
allgemeinen Lösungen der obigen Dilferentialgleichungen: 


am Tu... ı„ lu 
37 y u; oa, Ei F dt, zu -"T/2n O4», . 
u o[2,] DB, o[2:] 
[ n Ay - — 0 MV. au I 000 4 Mn _ > 
S: rn u A, ca, 7: oa, Hi Od», 


und da die Determinante S(x,x,) für 2=ır 


die 2» willkürlichen Constanten y so bestimmen, dass die » Funclionen 


für = x, und 2= x sämmtlich verschwinden. 


Indem man dann für das Intervall x, bis x’ den 3 und « die Werthe 


beilegt und ausserhalb desselben die 3 constant gleich Null 


37T.) und (98.) 


annimmt, wird unter der Voraussetzung x, . =: 


. r os, 1“ 
ie =, Ben 0. 
> ü O3, x 


verschwinden soll. so kann 


oeworden ist. wo x’ die zu- 
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Dies würde nicht mehr richtig sein. wenn für die genannten Werthe 
und « die Function 
n GO 
=, yh — 
innerhalb der Grenzen x, und x’ unendlich würde. Dieser Fall ist aber durch 
die in g.4 eingeführten Voraussetzungen von vornherein ausgeschlossen worden. 
Da nun für diejenigen Grenzen x, und x,. innerhalb deren die Vor- 
ausselzung des Salzes Ill. erfüllt ist. die zweite Variation niemals verschwin- 
den kann, so muss nolhwendig die äusserste Grenze .r,. für welche diese Vor- 
ausselzung noch zulässig ist, zwischen x, und x’ liegen. Sobald sie aber 
x geworden ist, so kann man jener Bedingung sicher nicht mehr genügen. 
Aus dem Umstande, dass die zweite Varialion immer verschwinden 
kann. sobald man die obere Grenze x, über x’ oder auch nur bis zu x’ aus- 
dehnt, sieht man zugleich, dass ein Maximum oder Minimum im Allgemeinen 
überhaupt nur so lange stattfinden kann, als die obere Grenze zwischen «x, und 
r' bleibt. 


E 


8. 


Es fragt sich nun aber, ob umgekehrt. wenn die obere Grenze zwischen 
r, und x liegt. die willkürlichen Constanten z? sich auch wirklich immer so 
bestimmen lassen, dass innerhalb der Grenzen «x, und x, die Determinante U 
nirgends Null wird. 

Die im vorigen $. benutzte Schlussweise zeigt. dass die zweite Va- 
rialion überhaupt immer zum Verschwinden gebracht werden kann. sobald die 
Determinante I, z,) für irgend zwei verschiedene Werthe x, und x, ver- 
schwindet, die in dem Intervall x, bis x, liegen. 

Wenn daher die Bedingung des Satzes 11. erfüllt ist, so kann die De- 
terminante S(.r,, x) niemals Null werden, so lange x, und ., innerhalb der 
Grenzen x, und x, bleiben und nicht zusammenfallen. Wir haben daher im 
Besonderen den Salz: 

IV. Sobald es möglich ist, die Constanten y} so zu bestimmen, dass 
die Determinante U innerhalb der Grenzen x, und x, nirgends gleich Null wird, 
kann auch die Determinante 

IE 9 
für keinen Werth von x verschwinden, der kleiner als x, und grösser oder 


gleich x, est. 








Eee 
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Nun aber erinnere man sich des Satzes (31.). nach welchem die 2» 
Constanten y/ so bestimmt werden können, dass den Bedineuneseleichungen 
21.) genügt und zu gleicher Zeit 

U=-(Ü.4I(er 
wird. 

Sei: 


Dann kann die Determinante x, x,) innerhalb der Grenzen x und .r, nie 
verschwinden, weil eben x und x, zwischen zwei aufeinanderfoleenden Wurzeln 
der Gleichung 4 (x,r,)=Ü0 liegen sollen. Nach dem eben eilirten Satze lassen 
sieh die Constanten y} so bestimmen. dass identisch 
U=-U’U.4lse,: 

wird. also die Determinante U innerhalb der Grenzen .r' und x, nirgends ver- 
schwindet. Daraus folgt nach IV.. dass auch die Determinante .//x, x,) nie- 
mals verschwinden kann, so lange € = x -_ x, ist. Aber diese Delerminante 
wird auch für 2 = x, nicht Null. Denn es ist: 


4(2,.0) = (-1)" Aa. 


1 \ 


() 


Es hindert uns überdies nichts. © so nahe als wir wollen an x, rücken 


zu lassen. Daher kann / x,x,) auch zwischen x, und x’ nicht verschwinden. 

Lassen wir xz,+e an die Stelle von x, treten. so können wir das ee- 
fundene Resultat also aussprechen: 

Die Determinante 4(x, x,+.e) kann innerhalb der Grenzen x, und «, 
niemals Null werden, so lange n,< 2, < rn, +e<r ist. 

Da wir nun xz,+8 beliebige nahe an x’ und & beliebig klein annehmen 


können. da wir ferner wissen, dass für die den Bedingungen (21., genügenden 
Werthe 

Pe Pe 

/: u SR 


der 2r° Constanten y7 identisch 


wird. so sehen wir nicht nur, dass. so lange x, zwischen «, und .’ bleibt, 
jene Constanten sich immer so bestimmen lassen, dass die Determinanle U 
innerhalb der Grenzen x, und x, nirgends verschwindet, sondern lernen so- 
gar eine Lösung dieser Aufgabe kennen. 

Erinnern wir uns der Vorausselzungen, unter welchen wir zu diesem 


Resultate gelangt sind. und verbinden wir dasselbe mit dem Satze Il., so er- 
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halten wir schliesslich das folgende allgemeine Kriterium des Maximums und 





Minimums: 


























V. 80 lange die obere Grenze x, zwischen x, und der zunächst an 


v, gelegenen Wurzel x der Grenzgleichung | 
4(&, 2) = 0 | 
bleibt, wird das vorgelegte Integral für diejenigen Funetionen y, welche die Ä 
erste Variation verschwinden machen, stets ein Maximum oder Minimum, vor- | 
ausgeselzt, dass die homogene Function 
2W = 3,2, | |U, U, 
Gen ( Y, oy, R 
deren n willhürliche Argumente U, den m Bedingungsgleichungen 
>, ea u = 6 | 
) oy, 
unterworfen sind, innerhalb dieser Grenzen ihr Zeichen nicht zu ändern vermag: ! 
dagegen findet im Allgemeinen weder ein Maximum noch ein Minimum statt, \ 
sobald x, — x geworden ist. | \ 
Dabei darf jedoch nicht übersehen werden, dass überdies die Coefli- f 
eienten der ursprünglichen Function 20°42 innerhalb der Grenzen x, und .r, | " 
nich! unendlieh werden dürfen, und dass auch die Endlichkeit der Functionen | 
ul und ui j in diesem Intervalle vorausgesetzt worden ist. 0 
Die erstere Bedingung ist nolhwendig, weil sonst die ganze Entwicke- 
une der Funelion (2 nach dem Taylorschen Satze nicht mehr zulässig sein 
würde. Dagegen scheint die zweite Vorausselzung nicht nothwendig zu sein, s 
wenngleich dieselbe allerdings bei der hier benutzten Schlussweise nicht auf- 
segeben werden kann. Wenigstens hat Jacobi *) in dem einfachsten Falle 
der Variationsrechnung durch ganz andere, von der Endlichkeit oder Unend- 
lichkeit jener Funetionen unabhängige Betrachtungen gezeigt, dass die Grenz- 
sleichung das weilteste Grenzenintervall liefert, innerhalb dessen der Nenner [ 
U der Reduction durch passende Bestimmung seiner willkürlichen Constanten 
am Verschwinden verhindert werden kann, und dasselbe ist durch ähnliche is 
Betrachlungen auch für das Jacobische Beispiel des Integrales der kleinsten 
Wirkung bei der elliplischen Bewegung eines Planeten im Raume bewiesen Z 
worden, wo innerhalb des betreffenden Intervalles eine jener Functionen un- 
endlich wird. P 


*) Vgl. Hesse, Bd. 54, pp. 256 — 260 dieses Journales. 
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$. 8. 
In dem allgemeinen Falle, wo die Lösungen |y] nicht linear sind in 
Bezug auf ihre 2» Integrationsconstanten «a, lässt die Grenzgleichung 4 (x, x,) 0 
eine sehr einfache Deutung zu, und es ist wichtig. dieselbe abzuleiten. um die 
Uebereinstimmung der erhaltenen Kriterien mit denjenigen zu zeigen. welche 
Jacobi in Bd. 17 dieses Journals, p. 73 ohne Beweis angegeben hat. 
Den 2» Constanten a waren diejenigen Werthe beizulegen, welche sich 


aus den 2» Gleichungen ergeben: 


Yo = [Yynlo» Yn = LYılı> 
in denen links die gegebenen Grenzwerthe, rechts die Werthe der Lösungen 
für e= x,, respeclive 2= x, stehen. 

Wenn nun diese Gleichungen nicht linear sind rücksichtlich der Unbe- 
kannten a, so wird man aus ihnen im Allgemeinen mehrere verschiedene 
Werthsysteme dieser Constanten erhalten, welche denselben Grenzwerthen der 
Variabeln y entsprechen, und es wird sich ereignen können, dass für einen 
sewissen Werth von x, zwei dieser Werthsysteme zusammenfallen, oder, wie 
man auch sagen kann, einander unendlich nahe kommen. 

Sei @,, &%, ... ,, ein System Werthe der Constanten a, welches den 
obigen Gleichungen genügt. Sollen diese Gleichungen dann auch erfüllt werden 
durch die unendlich wenig von jenen verschiedenen Werthe 


dt da, . ad,+ da; . Zi a dt da In » 


so müssen die 2» Gleichungen stattfinden: 


Olyrh_ 44, 2 Wrh_yg,- ölyıl 5 
= — = da,- ia un TO zu da,,. 
0 oa, et ca, Er r o42, rr 
olyı, oO [yı, | . olyı 
0 — 0 — 1yı I da, 7 _elyı ] da, + ee @ ; lyalı 2 da,, . 
ca, og, oa, 


Diese können aber nicht anders bestehen, als wenn 


Is, Cu) — 0 


Die Gleichung (x, x,) =0 ist folglich die Bedingung dafür, dass 


zwei verschiedene Wurzelsysteme der 2r Gleichungen 


yw= [ynlo» Yu = Lyulı: 
aus denen sich die Integrationsconstanten der Lösungen durch die Grenzwerthe 
der Variabeln bestimmen, einander gleich werden. 
Journal für Matbematik Bd. LXIX. Heft 3, 34 
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Legt man aber diese Deutung der Grenzgleichung zu Grunde, so er- 





hält man aus V. für den von Jacobi behandelten Fall. wo das Maximum 





oder Minimum des Integrales 


NY 
ni ' NW 
/re; Y,Y»---Y )dır 
“ 


gesucht wird, indem sich hier *) die homogene Function 2W auf 


of U? 
01 (n) Aıı(r) n 
’y-0oy 





redueirt. worin 


4 n—1 
Yı = Y. Pr nes Y . a - Y. eu y' A 
u |} 
ey’ yet +7’ u>T7 


zu setzen ist. genau dasselbe Kriterium, welches man an der angegebenen 
Stelle ausgesprochen findet. 


$. 9. 


Im Vorhergehenden ist stets nur der Fall betrachtet worden, wo die 
Grenzen x, und x,. sowie die Grenzwerthe der y sämmtlich gegeben sind. 
Auf diesen Fall kann man aber bekanntlich alle anderen zurückführen, indem 
man die Aufgabe in zwei getrennte Theile zerlegt. von denen der erste der 
eigentlichen Variationsrechnung, der zweite der Differentialrechnung angehört. 
Man nimmt zuerst die Grenzwerihe der Variabeln sämmtlich als gegeben an 
und sucht unter dieser Voraussetzung das Maximum oder Minimum des vor- 
selegten Integrales. Die Kriterien. wann dasselbe bei dieser Annahme ein 
wirkliches Maximum oder Minimum wird, sind aus dem Vorhergehenden be- 
kannt und nach V. abhängig von den Grenzen und den Werthen der Inte- 
grationseonstanten des Problems, welche wiederum abhängen von den Grenz- 
werthen der Variabeln. Hat man nun den Maximal- oder Minimalwerth des 
Integrales gefunden, so kommt es, wenn die Grenzwerthe nicht sämmtlich ge- 
veben sind, dann zweitens darauf an, dieselben mit Rücksicht auf die gegebenen 
Grenzbedingungen so zu bestimmen, dass dieser Werth des Integrales, der 
nun eine gegebene Function der Grenzwerihe ist, ein Maximum oder Minimum 
werde. Die Substitution der also bestimmten Grenzwerthe in die obigen Kri- 
terien liefert die Kriterien des Maximums oder Minimums für den vorge- 
legten Fall. 


* } V 


gl. Clebsch, Bd. 55, p. 267 dieses Journales. 
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Diese Art, die Kriterien des Maximums und Minimums bei nicht ge- 


em) 


vebenen Grenzwerthen abzuleiten, scheint stets die Ausführung einer Quadratur 


zu erfordern. Da es aber nicht sowohl auf den grössten oder kleinsten Werth 
des Integrales, als vielmehr nur auf die Aenderung ankommt, welche der- 
selbe durch Variation der Grenzen und der Integrationsconstanten erfährt. 
so sieht man leicht, dass man sich immer diese Quadratur ersparen (oder 
präciser ausgedrückt, dieselbe ersetzen kann durch eine andere, die sich un- 
mittelbar ausführen lässt). sobald unter dem Integraizeichen die Grenzwerthe 


nicht vorkommen. 


Leipzig. im März 1868. 
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Ueber die Abbildung von Ebenen auf Ebenen. 
(Von Herrn Karl VonderMühll in Leipzig.) 


Hragrange hat in der Abhandlung: Sur la construction des Cartes 
Geographiques (Schriften der Berliner Academie, 1779, $.6, S. 171) die Auf- 
gabe gestellt: 

Die Theile einer Ebene so auf einer andern Ebene abzubilden. dass 
die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich sei. 
und dass ferner ein System paralleler Geraden in der abzubildenden 
Ebene durch ein System bestimmter Curven in der Bildebene abgebilde! 
werde, 

und diese Aufgabe für den Fall gelöst, dass die Curven Kreise seien. 

Es wird im Folgenden die Lösung der allgemeinen Aufgabe auf die 
Lösung einer oder mehrerer gewöhnlicher Differentialgleichungen zurückge- 
führt werden: die Ordnung dieser Differentialgleichungen ist gleich der Zahl 
ler Constanten, welche die allgemeine Gleichung der Curven, die den Geraden 
entsprechen sollen, enthält. Die allgemeine Methode soll dann auf einige be- 
sondere Fälle angewandt werden, namentlich auf den Fall, wo den Geraden 
oanz allgemein Curven zweiten Grades entsprechen sollen. 

Die Methode liefert, wenn sie streng verfolgt wird und eine allgemeine 
Integration der Differentialgleichungen möglich ist. alle Lösungen, welche der 
Aufgabe genügen, und nicht bloss einige derselben. In vielen Fällen giebt es 
gar keine Lösung, z. B. wenn den Geraden ein System ähnlicher Kegelschnitte 
entsprechen sollte, u. s. w.; es rührt dies daher, dass nicht bloss eine. sondern 
mehrere Differentialgleichungen zugleich erfüllt sein müssen. Es enthalten 
diese Dilferentialgleichungen eine Anzahl von Constanten,. und es muss in 
jedem besonderen Falle untersucht werden, ob und wie über dieselben zu ver- 
fügen sei, damit durch eine Lösung sämmtlichen Gleichungen Genüge geleistet 
werde. Ueber die Zahl der Gleichungen und über die Lösbarkeit der Auf- 
gabe überhaupt lässt sich allgemein wohl nichts feststellen. 

Die im Folgenden entwickelte Methode unterscheidet sich von der- 
jenigen, welche ZLagrange in dem Fall, wo die Curven Kreise sein sollen, zur 
Anwendung gebracht hat, wesentlich bloss dadurch, dass sie nicht an den Aus- 


rs 
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druck für den Krümmungshalbmesser, sondern einfach an die Gleichung der 


Curve anknüpft; sie führt übrigens auch in dem speciellen Fall von Kreisen 
ebenso rasch zum Ziel. 

Treten Oberflächen an die Stelle der einen oder der beiden Ebenen, 
so führen dieselben Betrachtungen zur Lösung der Aufgabe, sobald die Ober- 
flächen in beliebiger Weise auf einer Ebene abgebildet sind. 


Die rechtwinkligen Coordinaten in der abzubildenden Ebene seien / 
und x, in der Bildebene T und U, so dass der Punkt T, U Bild des Punktes 
[,a ist. Damit die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen 
ähnlich sei, müssen zwischen den Grössen T, U und t, a die Relationen 


bestehen u: 
T+iU = fit+iu). 








1.) 
er T—iU = g(t—-iu). 
oder 
T f(t-+ iu) + pG4- iu) j 
2 . 
En f(t-+ iu) — p(t— iu) 
>) ” 


I 
Da T und U reell sein sollen. müssen f und g conjugirt imaginäre Functio- 
nen sein. 

Nun sei die allgemeine Gleichung der Curven. welche Bild der Geraden 

t = const. 
sein sollen: 
B) FTRUCO,G,- = 

wo die Parameter C©,. ©,. ... C, Functionen von £ sind. da sie für f=consl. 
constant sein sollen. 

Setzen wir für T und U ihre Werthe in £ und » ein, so muss die 
Gleichung (II) 


F ftt+iu) + p(t—iu) _füt+ ww) — pll— iu) . Du lass C,\ V 


2 2i 








in Bezug auf f und « identisch erfüllt sein; differentiiren wir dieselbe also 
mmal nach «, so erhalten wir (m+1) Gleichungen, aus denen wir die m Un- 


*) Lagrange, a. a. U. 
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bekannten Ü,. Ü,,... ©, eliminiren können: die Resultante ist eine Differential- 
oleichung mter Ordnung zwischen den Functionen f und g. \ 
Ist die Gleichung (11.), was in der Regel der Fall sein wird, linear u % 
in Bezug auf die Gonstanten ©, so macht die Elimination keine Schwieriekeit: 
allein die Resultante ist eine Dillferentialgleichung zwischen zwei Variabeln / 
und y, von denen die eine Function von t+iu, die andre Function von t—iu  . 
sein soll: das gewöhnliche Integrationsverfahren ist auf eine solche Gleichung 
nicht anwendbar. Es lassen sich aber durch fortgesetzte Differentiation andere 
Gleichungen daraus ableiten, welche bloss f und bloss y enthalten: es zeig! 2 
sich ferner, dass man diese Gleichungen immer wieder ebenso oft integriren m 
kann, als man dilferentiirt hat; die Ordnung der schliesslich zu lösenden ge- ( 
wöhnlichen Differentialgleichungen bleibt also die mte. ] 
Es soll im Folgenden angenommen werden, die Resultante sei von ( 
der Form: 
1) RBb-BPB+FRb-F,®-+:--+F,,®,—-F,®P._ı = 0. h 
wo die Grössen F' bloss die Function f und ihre Differentialquotienten.. die i 
Grössen $ bloss die Funelion % und ihre Differentialquotienten enthalten, so y 
dass die F als Funetionen von t-+ia, die & als Funclionen von f—ia zu 
betrachten sind, und wo ferner durch Vertauschung von f und ö mit p und 
i F, in $, übergeht. h 
Diese Annahme ermöglicht eine übersichtliche Darstellung des Resultats. | 
und sie bildet auch für den hauptsächlich in Betracht kommenden Fall keine ' 
Beschränkung. Denn ist die Gleichung (ll.) algebraisch und linear in Bezug k 
auf die Constanten C, was wir voraussetzen wollen, so sind die einzelnen 
Glieder der Resultante Producte einer Function von f in eine Function von 
y: verlauschen wir ferner f, 9, mit p, f, —i, so bleiben die Werthe von 
T und U ungeändert; folglich wird durch diese Vertauschung entweder die a 
Resultante auch nicht geändert, oder, wenn bei Berechnung derselben der 
Factor # weggelassen worden ist, so ändert sich bloss ihr Vorzeichen. Dem- 
nach hat die Resultante entweder die Form: 
>,+F,®,-+23, Fa Part Far Pa_1); 
oder die Form: 
=, * ) F, vd, + =, (Far-ı Pa y F:; Py-ı) 9 C 


wo durch Vertauschung von f und © mit und —i F, in ®, und F, in &, 
üpergehen. Die erste Form geht aber in die zweite über, wenn wir setzen: 
F,= iF,. = — ib, Fa = iFy-ı> Pa = it Py-ı. 
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Wir können also die letztere Form als die der Resultante annehmen. Endlich 
werden aber auch noch die ersten Glieder des Ausdrucks auf die Form der 
letzten gebracht, wenn wir setzen: 
+iF,= Fu: +9, = $y,JÜ; 
F,=2F;,: %,=2Bb,,; 
es ergiebt sich dann: 
+iF,®, = Fy Pr — Fa Pa: 

Wir werden jedoch bei der weitern Behandlung der Gleichung 1. 
annehmen, es finden zwischen den Grössen F und & keine linearen Gleichungen 
identisch statt; diese Annahme kann gemacht werden. sobald in der Resultante 
Glieder von der Form +iF,&, nicht vorkommen: es ist dies in all den bis 
jetzt behandelten Beispielen der Fall, und es scheint sehr fraglich, ob solche 
Glieder überhaupt auftreten können. 

Um nun aus der Gleichung (1.) andere abzuleiten, welche bloss f und 
bloss y enthalten. dividiren wir dieselbe durch F,&,, differentiiren dann zwei- 
mal nach £ und zweimal nach « und addiren die beiden so erhaltenen Glei- 


chungen; dann entsteht: 


hl 


di FD \ F ' D, ' | | DM. f, Do, \ re. B., 
8.) =) er =, ) Fi F, 210 -(F > ) v 


2 > 


Nur der Fall ist auszunehmen und besonders in Rechnung zu bringen: 
(2, a) R=0, &=0. 


Es ist dies ein einziger Fall, weil die Functionen f und g conjugirt imaginär 
sein müssen, weil also, wenn f der Gleichung F, = 0 Genüge leistet, y der 
Gleichung ”, = 0 Genüge leisten muss. 


Setzen wir nun: 
,c) (&: ) (1) / D, ) 
— no (<$dD — - : Mr 


(1) F,, + 2 i (1 ) DD, 1 2 
F, u ea P, . . 
F, D, 


so nimmt die Gleichung (2.) die Form an: 


allgemein: 





(1) (1) (1) (1) (1) (l) (1) (1) 
(2.) Fi pP; — PR PD, 2 + Fr. 3 P- au F;,  Pıau-3 dv. 
Wir verfahren mit dieser Gleichung genau ebenso, wie mit der Glei- 


chung (1.). Setzen wir: 


li —1 k—1 ! 
F” a h tr Ep u h r< 
Be ) ’ 7 ’ 
2 





„+ 


u R 


= - 


ar 


Te 


DEE TEE 


M) 
ie 
14 ; 
7 

h 
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aus der Gleichung (2.), wenn nicht der Ausnahmefall eintritt 





u 
‘ (1) l) 
(2,a) R'=-0, $' —=0, 
. +2) pR) 29) np) O) 50% 2) p% 
3.) F, $b, —F, BD, + ++ F,,_35 Pa Fr Pr; . 0. 
u. S. W. 
Wir erhalten demnach schliesslich, vorausgesetzt dass keiner der » . 
speciellen Fälle stattfinde 
(1,a) F; _— 0, D, — 0; 
‘ v I (1) 
(2,a) FR’ — 0, DB = 0; 
re. (n—1) (n—1) 
(n,a) RE =-0 BE’ =0, 
das folgende System Gleichungen, welchem Genüge zu leisten ist: 
F®$—FR; PB, +R#&—F, p; +++ Fa P;, —F, P,,-ı —=V. 
1) 20) (1) 2 (ı) (1) (1) (1) dd 
F, DB, — FR, '»! +++ Ws $,o-F._ PP. an 0. i 
III.) ( . . . . . . . . . 5 . . . . . . 
(ra—1) _z (n—1) (r—1) (n—1) 
F, BD, —F}; D, = VO, W 


Aus der letzten dieser Gleichungen folgt, da wir den Fall FR" "0. 
l 





DD, —0( ausgeschlossen haben: 
er» pe 
a» "Sa 


d. h. es soll eine Function von + u einer Function von t—iu gleich sein: 
dies ist nur dann möglich, wenn beide Functionen derselben Constanten gleich 
sind: man überzeugt sich davon sofort durch Differentiation der Gleichungen 
nach / und nach a. 

Wir haben demnach: 


(n—1) (n—1) 
F, = cC F; ’ 
(1) (n—1) 
D, — c»h, e 


u n. le) n—1) . 
Wir setzen nun für F, und F“ ihre Werthe 


(n—?2) \r (n—?) ? 
F"” F \ y(n—1) F, 
ı gen)» BR: WER air 
2 2 











| 
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ınd ebenso für ar und &{: dann ergiebl sich durch einmalige Integration: 
ad > a 
% =cH +, 
Diese Werthe setzen wir in die vorletzte der Gleichungen (II.) ein 
und erhalten so die beiden neuen Gleichungen: 
a 8 a 7 u 
DB = ai HE", 
Wir integriren nun die vier Gleichungen noch einmal und erhalten: 
hg IE" ie BEER 
= ch + +, 
KB =bRh IE 4m 
5 =ab +0 Deu”; Ä 
die drittletzte der Gleichungen III.) giebt dann noch: 1 
Fr? A b,Fe | ad rel | r 2) pt" > 
A u 
Wir integriren nun diese sechs Gleichungen einmal. u. s. w. 
Schliesslich ergiebt sich das folgende System Gleichungen: 
A 7 8 Taf... + F,._: La,..F, +a,_, PR. i 
D,,_ı ce. +2 +5P#._mNY ++b_P +, P:. 
ee ee 3 A ee a} a 
2,3 =0B, +0" b,.+b 8, +,+b,®B +6.,D,, 
| 
IF._. bF.. + ri +c) F,_, +: er 
IV. DB , =, + a $,, te’ Bi + b\ ,b, RER nk b,. 
FR =b,.Fu+b3Fu. +b,Fuat+ "te" ®R+a FR, 
ob, U SE TEE LE DE TREE ET u © r 
F\ nn b„_ı Fan +6, Fan. + at 2 ia u FR Fr ee’ FR, i 
PD, vo. a,’ Pat u, Dt Dt | a, "b, al „7 
Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 3. 3) ; 
i 
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Wir haben 22 Gleichungen, » zwischen den Grössen F und rn zwischen den 
Grössen I, mit » Constanten. Die Constanten ce müssen reell, die Constanten 
a und b eonjugirt imaginär sein. 

Die Wahl, welchen Funetionen F und & wir die geraden und welchen 
wir die ungeraden Indices geben, ist ganz frei; nur ist es vortheilhaft. die 
einfacheren Funelionen, namentlich die, welche bloss niedrige Differentialquo- 
lienten von f und y enthalten, als solche mit geraden Indices auszuwählen: 
nach den Gleichungen (IV.) werden dann die complieirleren Grössen F und & 
lineare Funclionen der einfacheren. 

Die speciellen Fälle (1.a. (i2.a,, .... (z,a) sind besonders zu be- 
handeln. Mit einer dieser Gleichungen ist die Gleichung (1.) noch nicht er- 
füllt: es ergiebt sich vielmehr auch in diesen Fällen noch ein ganzes System 
Gleichungen. In der Regel wird jedoch die directe Behandlung der Glei- 
chungen \h,a) am schnellsten zum Ziele führen. d.h. entweder die vollständige 
Integration derselben, die Bestimmung der Funclion f und g durch ft und u. 
oder auch die Bestimmung der Differentialquotienten von f und % durch f und 
. In dem erstern Fall muss dann noch die Gleichung (1.) identisch in Bezug 
auf # und «, in dem letztern identisch in Bezug auf f und g erfüllt sein. 

Es kann aber auch, namentlich wenn die Functionen F und & mit 
geraden Indices complicirt sind und die Integration der Gleichungen (|4,«@) nich! 
alloemein möglich ist, das System Gleichungen für den besondern Fall voll- 
ständig aufgestellt und ebenso behandelt werden, wie in dem allgemeinen Fall. 

Nehmen wir z. B. an, es sei 

8 
so haben wir neben dieser Gleichung: 

FR$,—F,P++Fa Pan - Fr Pa-ı = 0, 
und diese Gleichung ist ebenso weiter zu behandeln, wie die Gleichung 1. 
Ist aber 
2.a) F’-0, ’=0, 

also 
F,=cF,+a, P,=c#»b,+b,. 


so haben wir noch die Gleichung: 


«D) z() «U z(l) (1) (1) 1) (1) 
F; $D, —F, D, ++ FF. Pa 2—- Fı._ Pı._3° 


u 3: W. 


Auch in diesen Fällen kann man wieder ebenso oft integriren, als man 









I> 
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differentiirt hat, so dass die Ordnung der Gleichungen die der Gleiehune /1. 
nie übersteigt. 

In den verschiedenen Fällen muss untersucht werden. ob und wie den 
sämmtlichen Differentialgleichungen Genüge zu leisten sei. Gelinet die voll- 
ständige Integration einer der Differentialgleichungen. so ist die Aufgabe für 
den betreffenden Fall gelöst. d.h. auf eine rein algebraische zurückeeführt: 
es handelt sich nur noch darum. die Constanten so zu bestimmen. dass auch 
die übrigen Differentialeleichungen erfüllt werden. Ist eine solche Inteeration 
aber nicht möglich. so können oft aus den Differentialoleichunsen selbst weitere 
Schlüsse gezogen werden, und es wird überhaupt ein solches Verfahren in 
manchen Fällen schneller zum Ziele führen. 

Man sieht ein. dass in manchen Fällen die Aufeabe eine überbestimmte 
sein und ear keine Lösung haben kann, ferner dass es auch eine Anzahl 
vanz verschiedener Lösungen geben kann: jeder der Ausnahmefälle kann auf 
eine oder auch auf mehrere Galtungen neuer Lösungen führen. 

Das Resultat der Untersuchung kann folgendermassen zusammengefass! 
werden: 

Zwischen den 2» Functionen F und ebenso zwischen den 2% Funetio- 
nen 5 müssen je » homogene lineare Gleichungen bestehen und zwischen 
den 2n/2»—1) Constanten dieser Gleichungen 2» 2» — 1 n Relationen. 
Aus diesen Gleichungen müssen die Funetionen F und Ö mil uneeraden In- 
dices nicht nothwendig durch die mit geraden Indices bestimmbar sein; es 
ergeben sich so die Ausnahmefälle (1,a), (2.a). ... (2,a). wo zwischen den 
Funelionen mit geraden Indices allein lineare Gleichungen bestehen. 

Die im Vorhergehenden befolgte Methode kann auch zur Anwendung 
gebracht werden, wenn zwischen den Grössen F und <> lineare Gleichungen 
identisch stattfinden, wenn also in der Resultante Glieder von der Form +/F,® 
vorkommen. Nur treten dann immer Ausnahmefälle ein. und es muss in Folge 


davon die Betrachtung modifieirt werden. 


Es soll die allgemeine Methode nun auf einige besondere Fälle ange- 


wandt werden. 
35 * 
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I) Den Geraden £= eonst. sollen Kreise entsprechen. 


Die allgemeine Gleichung des Kreises ist: 
Cc(T+ U‘) +6GT+ GU= C,, 
oder, wenn wir T und U nach (].) durch £ und « ausdrücken und die Con- 
stanten etwas ändern: 
C, fY u. C; f+ C; ı C, . 
Demnach müssen die Functionen f und der folgenden Gleichung Genüge 


leisten: 
| fP-f9, fa 7 
= ff Hle", Para br 
pp H3f-fp", FF, -p" 
oder 
1.0, f, -—g 
u. 1-2f’y', f”; an 
Me 97 WER U BEER. 





oder. wenn wir die Determinante auflösen: 
‘ t/pm 1 N eh 12 ı? m + WR 
ff pP -fe )+sSfpy -fF op) =). 
Dividiren wir durch f"”y", welche Grösse nicht verschwinden kann, so entsteht: 
m 2 er u 2 
2 I ve os E_ _— 2 = Be I 
/ [ p 
Es ist dies die Gleichung, welche Lagrange in der oben angeführten Abhand- 
lung weiter behandelt hat; setzen wir c= —4%k, so findet vollständige Ueber- 


einsliimmung statt. 


2) Den Geraden #= eonst. soll ein System eonfocaler Kegelschnitte 


entsprechen. 
Die Gleichung der confocalen Kegelschnitle sei: 
T? U? 
7 ae 


Wir erhalten dann die Gleichung zwischen f und 9, indem wir A aus den 
beiden Gleichungen eliminiren: 


+4 2 
CHHE-M_I-PCHPN _ og 
' | 


HM _I-M 4 





3 






an PR A 
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Es folgt hieraus: 





u. f+Yp 
144 [HP +lP) ’ 
au; > L f'- op" 
4 -YP)f'py+LP') 
also 
2 er ltr_), 
[4 Kal, er er 
oder 
4" = "p-fPy”; 
folglich 
an ung 
1 — f’ 1 -— p’ 
Wir erhalten demnach: 
fit+iu) = sinie(t+iu)+al. 
pit—iun) = sinte(t—iun)+b}. 


Damit f und g conjugirt imaginäre Funclionen seien, muss entweder 
c reell sein und dann a und 5b conjugirt imaginär:; oder es muss e rein ima- 
ginär sein, b=n-+b' und a und b’ conjugirt imaginär. Im erstern Fall ent- 
spricht den Geraden £=const. das System confocaler Hyperbeln. im letztern 
das System conlocaler Ellipsen. 

Setzen wir: 

c=1, s=0d. 5=0(. 

wodurch wir den Anfangspunkt der Coordinaten in der abzubildenden Ebene 
und die Vergrösserung des Bildes bestimmen. Grössen, auf welche hier wenig 


ankommt, so ergiebt sich: 





ie sin (E+ iu) + sin (t— iu) ‚ „e*+e" 
T = ——— sint—— , 
Au u 
sin (E-+- iu) — sın (t— iu) e — e* 
U = — — = 008t—— 
2i 2 


Durch Elimination von « und dann von / erhalten wir die Systeme von Curven. 
welche den Geraden ?= const. und den Geraden «= const. entsprechen: 
T? U® 
1 — cos”t cos t 


7° l/? 


Ban ge 2 pn 1. 


+ ( ee) 5) 














-. 


or—— je. ZEICHEN 
DEREK mr {er 


” 
E 
’ 
& 
} 








VonderMühll, über die Abbildung von Ebenen auf Ebenen. 





Setzen wir hingegen: 

















A 
c=t4, a=0, b=n, N 
so entsteht: 
2 ’ 2 R | ( 
‚p  smilt+ia)— sınelt—iu) .  .’e+e 
IT = —— > a 
» . sindi(t+ iu) + sini(t— in) e! — eo! 
U = 0059 —.—., 
I nz 
und die beiden Systeme von Curven werden: 
ii | I 1 
Pr m Er u 7° an De 
He) | 
l \ 2 y ‘) ) 
T° I 
1 . cos’ u cos’ u i 
3) Den Geraden £ = eonst. sollen Kegeisehnitte entsprechen. 
Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts kann. wenn T und I! 
durch £ und « ausgedrückt werden, auf die folgende Form gebracht werden: 
Gf+Gfp+Gp+CGftGp = C[, 
und es müssen demnach f und , damit den Geraden f=const. Kegelschnitte 
entsprechen, der folgenden Gleichung Genüge leisten: 
- 
1. 0 
i 
f 9- fy'; pp, f,; 
N er f'p- 2f'g' 1 [p"; Do" — op”, a 
‘ arf". f''p- Sf'p'+ sf'gp" , fp", pp" —Ip'p", u 
LafIp" 3", Fp-4"p+ 6" — Afp"+ fo", pp" App" Ir, ff", 
f\ 5ff'H10f"f", FP—Sf pP +10" pP" 10" HS — fo, — pp Sp 10", f\, 


oder. nach einigen einfachen Reductionen: 


| 0, 0, 0, #£ —p' | 
ft p" | 0, p”, ft, p' 
It ) wu hi 3p'", we ui 


| af'f"" 4 . 7 u 3 (f’p'+ f'p”) App" Ip", - p' | 
| sfrf'' k 10 f" fr, 10 (frgp'— f'p'") a pp“ Eu 10p"p", f' — | 
Wenn wir von dem speciellen Falle . 
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abstrahiren. dem wir unten wieder begegnen werden, so muss die Determinante 
Null sein; dies giebt die folgende Gleichung: 


0 PUBL 9 f\ p— fg‘) \/ fg +f'y 7 fg’ 
+15 (ff +2 FEIN) HI PH EN) 
10 (f"g- fyp" ap ng ef -Fy)+Syy ff yHfy) 
+10 (f""p- fy ZI Ay 'p"'+3p"” | & f'y—-fy - 23 3f' pr f'y ' Hf’gp" 
+ HET E-LEN-ILTPHLEN) 
THE THE ET, 
oder, wenn wir mit fg“ dividiren und das Zeichen umkehren, 
HE SZENE :E _45( ABER ii”, RE, u” SR 
Ss F FA I; ir NT NT Re 4 
2\ (I _ MPN PN ‘ll, de 1 
”... (77 PP fg I | g Ta? Wi) 


| ’f" Q . y a ie \/ > gp" fr | p" 
v 90( \f r2 1 er IT di x ae 


Setzen wir nun: 


\ p" ’ q 77 ’ ( IV op‘ 
= 5=-% = G=h 


\ 
\ 


so können wir die Gleichung (2.) in der folgenden Form schreiben: 
0 — J9%,R2 — IR RR, + OR — (MD: — BY,Y,9, + 409;\ 
| + MER SER SUR HIORR,N, III, IN FI,IHONDIE, 
4) + 9%-108,% +ORM—9I, — 109,9, HONR: 
SLR RK, 88, +68, 9, INN. 89; +69, 92}: 
\ +45%,9.-9)-N, ER): 
Setzen wir endlich zur Abkürzung: 
X = IE —IIK, RT: + 40, 
\X = 285%, %,-5U84+1088,, 
5.) = &-108,%+10%, 
X, = I 546%, 
N=- Ch, 
und bezeichnen wir mit Y, Y,, Y:. Y;. Y, die entsprechenden Ausdrücke. 
welche wir durch Vertauschung von &% mit ?) erhalten, so nimmt die Gleichung 


4.) die Form an: 


% % 
a N 


See". 2 
PA re 


& 





“ 
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(0 = A-YH9X,M-IMRHINM—IYR 
) +15X%,9, —15Y,%,+45%, Y,— 459, X, 


6.) 





Die Grössen X und A sind Funclionen von f+-iu, die ?) und Y Functionen von t—iu. 


Wir haben mithin. wenn wir die entwickelte Theorie auf diesen Fall 
anwenden, die allgemeine Lösung: 


45 K; u Ä, ra, X; + dl; % + d; X. rd. 


15), = ec YH b, 2); gi 9: +b; 29:+b,, 
15% = bX + 4a, R+a, %+ay, 
15Y, = aY, +c0 9, “ Yitb D+bs 
2 Le EX HE HEHE Ei 
Re A Ba 409 Y,+ 59. 
9X, = 6X, +6" X, iR cr %,+ar, 
rat BEER HD, 
IT Er Mr E+b +e®, 
\ Y we REP". P+a ’ Y.+ ec”. 
Die besonderen Lösungen aber werden: 
=.) =, =, 
9. n=oh+ta,, = = + Pi, 
10. x; 0X; 0 + 0;, 2; = 2); - HPi Dı-+ Pr: 
11. A: 08%; + 0,8; + 0%, +03. By Y;+P: Y.-+ P; 


In den Fällen (S.),. (9.). (10.) ist es am einfachsten, sanz direkt die 
Constanten so zu bestimmen. dass der Gleichung (4.) Genüge geleistet wird. 
In dem Falle 11.) aber wird das System Gleichungen, welchem noch 

(renüge zu leisten Ist: 
5X, 459 &,+c ta ta %:-+a,. 


I5Y, = ddr te Y,+b Wıb, Y+b,. 
IK EBIE YET PL HA EL +E > 


( ö e. ” \ \ ) I) y? ı ph“ ) w 
12. yy, = 450, )), | a, I; + ce" + 2); +b, 
\ . > I ar, 
9X = BR HH ECO L+a. 
Q Y 490, ), +4, Y,+a yL- - ct I: + b\’ . 


. 2 1) 
X = BA HEHE EHE 
ie = 450,9, +a,9,+a;” ”; +a, Y+c®. 











d 


ei 
si 


2} 


) 


0 


d 


u 


e 





VonderMühll, über die Abbildung von Ebenen auf Ebenen. y 


Wir beginnen mit der weitern Behandlung der besondern Fälle. indem 
diese am einfachsten ist und wir nachher zeigen werden. dass die alleemeine 
Lösung (7.) kein neues Resultat liefert. 

Die Fälle (8.) und (9.) sind identisch. indem wir uns die Gleichungen 
9.) nach &, und 2), können aufgelöst denken. Der Fall 8.) ist auch nur 
ein besonderer Fall von (10.); wir wollen nichtsdestoweniger denselben für 
sich behandeln, um ihn aus den folgenden Betrachtungen immer ausschliessen 
zu können. 

Es folgt aus (8., 

nee, u, er, Ko. 


Demnach führt die Gleichung (4.) auf die folgende Gleichung zwischen « und 7: 


0 = ap) (a+ PB)’ 45 (+) (Pr) la+ PB 
—45 (ed ap?) (a + PP) +0 + IR +) (er BR) (a +P 
oder 
0 = 2a —P)(a+P)(a+27) (2a +P). 


Nur die Bedingungen 
oe=P und «a - 3 


seben Lösungen, wo f und y conjugirt imaginäre Functionen sind; denn wir 


erhalten durch Integration der Gleichungen ($8.): 


fit+w = Ace" +A, 
Yf t— iu) ann Be'W)ıLB,. 
It «=, so muss « reell sein, hingegen rein imaginär,. wenn «= —/ ist: 


die Constanten A und 5 müssen conjugirt imaginär sein, ebenso A, und B,. 
Wir gehen nun zu dem zweiten Fall über: 
| %; = ok +, &+e,. 
(10.) Iy u AL AR 
9 = PI+PıYrt+ Pe: 
Aus diesen Gleichungen folgt: 
X = «(la — 1) +32, BR + Ra ti +m)K +, . 
X, = a (be —Ta+2)K+ 6a, (la —1) +0 (Bar; + Ta; — 2) KR: 
+0, (82, +0) + 2a,)X, +0, (200, +0) +0;). 
und %), und 9), erhalten ganz entsprechende Werthe. 
Wir setzen diese Werthe in die Gleichung (4.) ein; dann muss diese 
entweder identisch erfüllt sein in Bezug auf %, und %,, oder sie führt auf 
Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 3. 36 
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den schon behandelten Fall 








0 
%, = const., %, = const.; 
nur in dem erstern Fall erhalten wir also neue Lösungen der Aufgabe. 
Nun giebt erstens die Bedingung. dass das constante Glied verschwinde: 
mr u er 
ferner die Bedingung, dass der Coeffieient von %&%; verschwinde: 
(2a —1)(?-1) = PRP-N(e-—1), 
oder 0 
b) (a—-P)IR2ep—(e+P)+1} = 0; 
endlich die Bedingungen, dass die Coelficienten von %&,%,% und 9. 2. ?): 
verschwinden: 
u 2a. —3)(a—8) = 0, 
)  le@p-3)(P-3) = 0, 
| lea, (@—3) = 0, 
(d.) RIEN 
PPA(LP-I) = 0. . 
FR Do 20 —5P) (2a—3)+ai} = O0, 
| 32 12P2 90.) (2P—3)+ Pi} = d. 
Wir haben mithin erstens wegen (a.): . 
== #; 
ierner folgt aus (2.) und (e.): ( 
ne 85 
endlich geben die Gleichungen (e.), (d.),. (e.) entweder: : 
e—= Hu, R 
oder: . 
au la, WERE 
oder: 
au Due 
Wir haben also entweder: 
= uhte, 
Y. = Bhte, 2 
13) (u = (ito)&tom, 
| 9. => (Pı+ e) YJ.+ Pic, 
% = (+2) +(aite)c, 


% = Bıldi+2e) Y+ (Bi 0)e, 





VonderMühll, über die Abbildung von Ebenen auf Ebenen. 279 


oder 
, =iit+e 
(9 = 394 
14. | u = Ib tAcH.. 
Y), = IY+4c)], , 
[X WE ei Ic}. 
9 = Pride dc’, 
oder 


% = I3H+3c + ci, 


B = 3Y+ IE. +e, 
(15. %, = 15 -+27e, 24 weni -3c}. 
‚9: 159%; + 27,9; +16; 9, +3}, 
[x 105 22 ee -255c] &+ 105} X, + 16%. 
= en 1056 9),+ 1665, 
wo zwischen e, und c, die Bedingung stallfindet: 
Gm. 
Die Werthe (14.) leisten der Gleichung (4.) Genüge. Selzen wir 
aber die Werthe (15.) ein. so ergiebt sich 
+6 = 0, 
folglich j 
=—-4=Y. | 
Setzen wir endlich die Werthe (13.) ein. so ergeben sich zwischen den Con- 
stanten noch die folgenden Gleichungen: 
+, = 0, 
0, (2; +9e) = 0, 
pP ı(2P 1+9e) == 0. 
Wir haben also entweder ; 
a Ey 
oder 
17.) s=-A=- 3, 0 =-%. c 
Mithin erhalten wir, wenn wir für &. 9, %, 2, ihre Werthe in f | 
und p setzen, die folgenden vier Lösungen: 


36 ” 


& 
[2 
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fr’ 2 
1 
| N ne 
18.) [7 | 
| p „ si 2 
6 | te 


19. iS A 
gy" = Ip" + yo g"+ vo”, 
20. Pk T ; 


m 


'y — cp' D) 
| jr n 37 fl - ay r . 
2 | .) ‚ Mu Day? m! 
Mn ee nie 37 . der 2y pp. 


Die Gleichungen (18.) sind die von Lagrange, welche auf die Systeme 
von Kreisen führen. Wir erhalten durch Integration: 


ME. 2. e (!+Hiu) +a 


\ ft+iu = A ———+4A4,, 


| | = 2e (!-+ie) ta 





22. 


1 teV _ —2e (tin) 4 -b 
ra +Bı- 





Iy t-iu —=bB 


Ferner ergiebt sich aus den Gleichungen (19.) durch Integration: 


23 \ \ f E-+-iu) == | -iu) + LA, 
2.) 
Iy t— iu) == Byi— — yt- iu) -1 6 r B,. 
Rein imaginär muss y sein, a und b, A und B, A, und B, conjugirt imaginär. 
Die Curven a = const. bilden ein System confocaler Lemniscaten. 


welche von einem System gleichseitiger Hyperbeln, die alle durch die Brenn- 
punkte der Lemniscaten gehen, orthogonal geschnitten werden. Setzen wir: 


yzi, A=B=1l «4-0 A=-i = 
so wird: 
r -1- et = (THU), 

= 1-e"W=-(T—-i0U), 

und es werden die End der Lemniscaten: 
(T-N’+U THU <= e” 

und die Gleichungen der Hyperbeln: 

T— U’—-2TUctgt = 1, 


oder 


(Tcos4t+ Usin 4t)(Tsin 4£— Ucos!t) = Hsint. 













run 


rs: 
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Besonders hervorzuheben ist noch der Fall 
Y 0. 


Wir haben dann: 
(19, a A a. 
| pp" 3p", 
also 


fer Yalt+iu) +, +4, 


(23,8) | her: 
Iplt—iu) : Yb t—iu)+b,+B 


a und b, a, und b,. A und B müssen conjugirt imaginär sein. Es sind dies 
Systeme concentrischer gleichseitiger Hyperbeln; die Axen des einen Systems 
sind die Asymptoten des andern. 
Setzen wir: 
s=b=ei, seh =O, A=-B=0, 
so ergiebt sich: 
P=t+u= (THU), 
g =t—-iwu= (T-iU), 
und die Gleichungen der Hyperbeln werden: 
T-U’=1t, 
TU = u. 
Als dritte Lösung ergiebt sich aus den Gleichungen (20.): 
a, fer) = Aer ka Aer’tHwmL 4, 
(plt—in) = BeY t-9 4 Betr 1 B. 
Es sind dies die Systeme confocaler Kegelschnitte. 
In dem besondern Falle e=0 ergeben sich die Systeme confocaler 


Parabeln: 

'94.a) \ fit+i) = alt+iu) +a,(t-Hiu)+ A, 

Re (plt-in) = b(t—-in)”’+b(t—iu)+B. 

‚s müssen a und d,a, und 5b,, A und B conjugirt imaginär sein. Setzen wir: 
ei, Daiied ABB 

so erhalten wir: 


T+iÜ = (t+in), 

T—iU = (t—iu). 
und die Gleichungen der Parabeln werden: 

U’ = —4F(T—-), 

U = 4Au(T-+wW). 


il 
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Wir haben endlich noch den vierten Fall zu betrachten: 


WERT 2,.,f!__D,rf! 
21.\ \/ u % / TERN 
-i.) / rm ö I „ Ir F. 
Y — F 7 f — / p 5 
folelich 
9= N | ft-+ia Acer) + Aertt) 4A, 
“ı).) ® >a, Zn a ) ! 
(pit-in) = Bet") Bert "+B,. 


Damit f+y reell und f—y rein imaginär sei, müssen wir y rein imaginär 
annehmen: ferner müssen A und DB, A, und B,. A, und B, conjugirt ima- 
einär sein. 
Setzen wir: 
v=-4, A=B=1, A=-B,=1, A=B=%, 


so erhalten wir: 


T-+iÜU ade EN Lee, 
I -— U Een eret) L PB 
also 
'Tsin2t-+ Ucos?2t) -+-sint(Tsint-+ Ucost) = 0. 


(e* _ T° ER U? 2 22 e" ("+ Ty-+ 


fa u, 
HU =0. 
Wir erhalten ein System Parabeln,. welche von Curven vierter Ordnung recht- 
winklige geschnitten werden. 
Die Coordinaten der Scheitel der Parabeln sind: 
cos (1 +2sinn) 


T, = -— mn, 


Ei sın [cos 2 
() ES 


5 
ıhre Parameter: 

sin’ t: 
ihre Axen bilden mit der T-axe den Winkel 

—2t, 
und sie gehen sämmtlich durch den Anfangspunkt der Coordinaten T\, U. 

In dem besondern Falle AA=D,=0 erhalten wir ein System con- 
cenlrischer Kreise, welche von geraden Linien, die durch den gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkt der Kreise gehen, orthogonal geschnitten werden, und in 
dem besondern Falle „=0 die Systeme confocaler Parabeln. 






rn 
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Wir werden nun nachweisen, dass der vierte besondere Fall 11.) und 


ebenso der allgemeine Fall (7.) auf keine neuen Lösunsen führen. Demnach 
sind die vier oben gefundenen Lösungen 22... 23... 24... (25.) die einzigen: 
wir können nur auf diese vier Arten das Svsiem von Geraden f=const. durch 
ein System von Kegelschnitten abbilden. 

Die Gleichungen (11.) sind: 
u = ch +, Et K, +0. 


y en. 2), 2) Yanzz Y): u PD); ß, 2]; + 22): t 3, . 


+ J 


11. 


[ferner muss den Gleichungen (12.) Genüge »eleistet werden: die beiden ersten 


derselben geben. wenn wir die Werthe von X, und Y. einsetzen: 


12 5 3%. 8, —— 8X; - 6%:%;) : : 4957 8, CK, N 0,8 = 4,X, "4d;. 
7 M5EMM-EMHENEN,) = Be), +bN; + + br. 


Aus den Gleichungen (11.) folet: 


x En x. 47 x. 70, x Ü, 
I ze: — en =. a = 
K— 0 
folglich 
&, u %,X; - - n (&,— &; nn ER BEER. A. — A pe. ed SE, . 
AX, i rt, 5 Ü 


wo die A Constanten sind. Entsprechende Werthe erhalten wir für DJ, und >), 
Die Gleichungen (12.) hingegen geben: 


IB) 6 | er 1 | u = | > 
0X? —- b, kt + +-BR%-+B 


y) l 
< 


45 (%, —- P)K,— a) 

wo die B Constanten sind, und ganz ähnlich ?),. 
Folglich haben wir entweder 

X, = const.. 
der schon behandelte Fall (S.). oder es muss die folgende Gleichung in Be- 
zug auf X, identisch erfüllt sein: 
IIH-PR AR + +AR+A = (—e) BOR+B,E+ + BR+ Bl. 
Dies ist aber nicht möglich; denn die Vergleichung der höchsten Coellieien- 
ten giebt: 

45% = 30%. 
Folglich liefert der specielle Fall (11.) keine neue Lösung. Wir bemerken. 
dass der vorhergehende Fall (10.) in diesem nicht mit enthalten ist; denn 


er war: 


% = oh+m&+0; 





— 


# 
% 

Y 
Br, 
2 

w 

‘ 

Fi 
\ 
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bringen wir die Gleichung (11.) auf dieselbe Form, so wird «=1. 
haben aber nur Lösungen erhalten für « gleich O0, }, 3. — 

Ebenso wenig liefert der allgemeine Fall (7.) eine neue Lösung. 
brauchen, um dies zu zeigen, bloss die beiden ersten Gleichungen zu 
trachten. welche wir auf die folgende Form bringen können, wenn wir 
Werth von &%, aus der ersten Gleichung in die zweite einsetzen: 

= (ABA) + (BE+BR+BR+B), 

L=-HH+ OHR +EO)B+ (DE +DÜE+DE+D,+D). 
oder. wenn wir mit X, einen ganzen rationalen Ausdruck x!“ Grades 
X, bezeichnen: 

= Ak +Ä; 
= HAB HÄ,. 
Aus der letztern Gleichung folgt nun: 


% = HK AyRZER) 
und dureh Differentiation: 
i u Tui a ı , *,X,— 2X, j 27 I 
X, == — 55 ) A; + ] X,— AX, er N A, + . .— — IX + YA;,—4A, — 2x; I. 
y\2—4X, 
aus der erstern hingegen: 
K, = VE 3 Ä, | A, + } A, aa AN, h + A, . 





Wir 


Wir 


be- 


den 


von 


Folglich muss, wenn nicht %, constant sein soll, die folgende Gleichung in 


Bezug auf %, identisch erfüllt sein: 
IR -2I(H-K)K HN (+2) ANY (X—AX, 
IR — 2X) (AAN) (RR—2X,) R+H2)N. 
Dies ist aber nur möglich, wenn entweder 
AXy—AA, 
ein vollständiges Quadrat ist, oder wenn die beiden Gleichungen in Bezug 
t, idenlisch erfüllt sind: 
KRAX = (H-X):—X (+2) +AX,, 
2R— A, 2X) (AL -AXN) = (N H2EXX.—2X,). 
Berechnen wir aber die höchsten Glieder der Ausdrücke, so finden wir: 
X, = ch+A, 


- 


X, = —3R+ 0) +BRH+B, 
A, = — CR +OK) + 0,8; +C, 


A, = JR +DÜE+DRE+D&+D, 


X, Hz 4X, vr (8 (c-b)\c-3)R+ER+ER+ER + E. 


auf 
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Die beiden Gleichungen werden demnach 


‘ 12 /_ if. 2 7 
2 (3) (c—6)(c—2)U+- 


= 1232 +c)1—c)+ 


\ 


2137 » , y a y Ei‘ y z . 14 sy; 
c-6e-HEHERR+ERH+ER-+EN + F' 


Ps 
Fu 
e ode 


) 


= 12 (3) (c-6)(c-32)E+3 ER+ ER +! Ei—— &+Bo+Bi: 


Die Vergleichung der höchsten Glieder der ersten Gleichung giebt: 
(e—6)(c+3) = 0, 
der zweiten: 
(c—-6)(ce—3)(c—2) =. 
Wir haben also 
e—= 6, 
und die zweite Gleichung nimmt die Form an: 
(ER+ER+ER+E)-AR-+F) = 1(3EBHRER+E )(-&+Bo+B). 
Hieraus folgt aber: 
u, = E=0. 
Es giebt also nur die eine Lösung, dass 
X—ANX, 
ein vollständiges Quadrat sei; dann wird aber 
% = oh ++, 
ein Fall, den wir schon allgemein behandelt haben. 


Leipzig, im Juni 1868. 


Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 3, 37 
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Bestimmung des Potentials eines homogenen 
Polyeders. 


(Von Herrn F. Mertens zu Krakau.) 


Obgteich der Ausdruck des Potentials eines homogenen Polveders 


bereits von Herrn Mehler (Bd. 66 dieses Journals) aufgestellt worden ist. 
so will ich dennoch hier eine etwas abweichende mir noch vor dem Er- 
scheinen der Arbeit des Herrn Mehler bekannte Ableitung dieses Ausdrucks 
in Kürze mittheilen. Dieselbe beruht auf zwei allgemeinen Sätzen, deren 
einer von Gauss herrührt: der andere bildet das Analogon dieses Satzes für 
die Ebene. 

Gauss hat gezeigt, wie man jedes über ein gegebenes Volumen V aus- 
zudehnende Integral /fnav, worin fir) irgend eine Function der Entfernung r 
des Volumenelementes dV von einem gegebenen Punkte M bedeutet, in ein 
über die Oberfläche des Körpers V sich erstreckendes Integral verwandeln 


kann. Setzt man nämlich 
Fa _ 2 a r .\ 
/ro: dr = F(r), 


COS \r ben 


1.) Sr dV = = /Fir. et 7, ' 


wo d2 ein unbestimmtes Oberflächenelement, r dessen Entfernung von M und 


so wird 





Nr der Winkel ist, den die auf dem Elemente df2 nach der Aussenseite 
des Körpers V errichtete Normale mit dem Leitstrahl r bildet. 

(ranz ebenso lässt sich jedes über eine von einer ebenen Curve be- 
grenzte Fläche % auszudehnende Integral von der Form fs (o)df, worin p(o 
eine beliebige Function der Entfernung 9 des Flächenelementes df von einem 
in der Ebene von % gegebenen Punkte N bedeutet, in ein über den Umfang 


von ?5 sich erstreckendes Integral umformen. In der That ist, wenn man 


/orio)do = wie, 


seizt. 


(2. /si o)df = jr cosvo ds, 
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wo ds ein unbestimmtes Element der Begrenzung von f, o dessen Entfernung 
von N und vo der Winkel ist. den die auf dem Elemente ds nach Aussen 
von & errichtete Normale mit dem Leitstrahle o bildet. 

Vermöge dieser beiden Formeln lässt sich leicht der Ausdruck des 
Potentials P eines beliebigen homogenen Polveders finden. 

Bedeutet nämlich r die Entfernung des Volumenelementes dV vom an- 
sezogenen Punkte, so ist bekanntlich 
fdV 
Jr. 

ER er 
Weil /r —dr = !r’ ist, so hat man aus 1. 
. A = 


P= 


Pro 3 [cos Nr d2. 


Um cosNr zu bestimmen. denke man sich vom Punkte M auf alle 
Seitenllächen % des gegebenen Polyeders Lothe p gefällt und lege ihnen das 
posilive oder negative Zeichen bei. jenachdem der Punkt M mit dem von 


der Fläche % unmittelbar begrenzten Theile des Polyeders auf derselben oder 


entgegengeselzten Seite von X liegt. Es ist dann auf der Seitenfläche % ! 
r ) 
cos Nr - 
und 
‘de 
P — ı u, 
rt 


wo sich die Summe auf alle den einzelnen Seitenllächen % entsprechenden 
Integrale bezieht. 

Man betrachte jetzt eines dieser Integrale, welches der Seitenlläche % 
entsprechen möge. Bezeichnet man die Entfernung des Elementes dS2 von 


dem Fusspunkte N des Lothes p (auf %) mit go, so ist 


N 


) 


a p+o, 


} dd "da? 
. r wi n°_ 





“"RTE 
und folglich nach (2.) 
F- d‘? j = 1 > COB vo ds 
— D’—+-0° — 0 
e f rs pi ee. 0 1- 
Um cosre zu bestimmen, denke man sich von dem Punkte N auf alle he 
Seiten S des Polygons % Lothe g gefällt, welche man ebenfalls als positiv 
oder negativ betrachte. jenachdem der Punkt N mit dem von der Seite € N 
begrenzten Theile von % auf derselben oder entgegengeselzten Seile von € 


1 
=» 
B 
i 
‘ 
e 
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Polyeders. 


(Von Herrn F. Mertens zu Krakau.) 


Opsleich der Ausdruck des Potentials eines homogenen Polveders 
bereits von Herrn Mehler (Bd. 66 dieses Journals) aufgestellt worden ist. 
so will ich dennoch hier eine etwas abweichende mir noch vor dem Er- 
scheinen der Arbeit des Herrn Mehler bekannte Ableitung dieses Ausdrucks 
in Kürze mittheilen. Dieselbe beruht auf zwei allgemeinen Sätzen, deren 
einer von Gauss herrührt: der andere bildet das Analogon dieses Satzes für 
die Ebene. 

(auss hat gezeigt, wie man jedes über ein gegebenes Volumen V aus- 
zudehnende Integral /rnav, worin fir) irgend eine Function der Entfernung r 


des Volumenelementes dV von einem gegebenen Punkte M bedeutet, in ein 


über die Oberfläche des Körpers V sich erstreckendes Integral verwandeln 
kann. Setzt man nämlich 


re re = Fir), 


so wird 





zuge t F cos Nr do 
1.) / (r)d) = /F(r —, 


wo d‘2 ein unbestimmtes Oberflächenelement, r dessen Entfernung von M und 
Nr der Winkel ist, den die auf dem Elemente df2 nach der Aussenseite 
des Körpers V errichtete Normale mit dem Leitstrahl r bildet. 

Ganz ebenso lässt sich jedes über eine von einer ebenen Curve be- 
grenzte Fläche (5 auszudehnende Integral von der Form /s (o)df, worin g(o 
eine beliebige Funclion der Entfernung 9 des Flächenelementes df von einem 
in der Ebene von {5 gegebenen Punkte N bedeutet, in ein über den Umfang 


von ?5 sich erstreckendes Integral umformen. In der That ist, wenn man 
Jor(o)de = wie, 


(2. /y (o)df = JFE- cosvo ds, 


selzt. 
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wo ds ein unbestimmtes Element der Begrenzung von f, o dessen Entfernung 
von N und vo der Winkel ist. den die auf dem Elemente ds nach Aussen 
von % errichtete Normale mit dem Leitstrahle o bildet. 

Vermöge dieser beiden Formeln lässt sich leicht der Ausdruck des 
Potentials P eines beliebigen homogenen Polyeders finden. 

Bedeutet nämlich r die Entfernung des Volumenelementes dV vom an- 
gezogenen Punkte, so ist bekanntlich 

wur 
’ r 


Weil /r — (dr !r° ist, so hat man aus 1. 
- 3 Ä 


-, 


Pi 3 JeosNrdl}. 


Um cosNr zu bestimmen. denke man sich vom Punkte M auf alle 


Seitenllächen % des gegebenen Polyeders Lothe p gefällt und lege ihnen das 


{ 


posilive oder negative Zeichen bei, jenachdem der Punkt M mit dem von 


der Fläche % unmittelbar begrenzten Theile des Polveders auf derselben oder 


entgegengeselzten Seite von % liegt. Es ist dann auf der Seitenfläche % t 
en ) 
cos Nr 
> 
und 
Ä 'd 
P= 12) —. 
Fr 


wo sich die Summe auf alle den einzelnen Seitenflächen $% entsprechenden 
Integrale bezieht. 

Man betrachte jelzt eines dieser Integrale, welches der Seitenfläche % 
entsprechen möge. Bezeichnet man die Entfernung des Elementes d$2 von 


dem Fusspunkte N des Lothes p (auf &) mit o, so ist 


N 


"= pH, 





Ip re 
und folglich nach (2.) 5 
j- /ı 7 ;cosrods 8 
—nieen n- do” u © e 
we u Q ’ 
Um cosvo zu bestimmen, denke man sich von dem Punkte N auf alle i 


Seiten & des Polygons % Lothe g gefällt, welche man ebenfalls als positiv 

oder negativ betrachte, jenachdem der Punkt N mit dem von der Seile < 

begrenzten Theile von % auf derselben oder entgegengesetzten Seile von € N 
ar 
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lieet. Es ist dann 


cosvo = 4 
4 
und somit 
(d2 r a ds 
J=- = :ı/ pe 9° 


wo sich die Summe auf alle Seiten des Polvgons % bezieht. 


Beachtet man nun, dass 0 =q +s, wenn s von dem Punkte an gezähli 
wird. in welchem das Loth g die entsprechende Polygonseite S trifft, und be- 
zeichnet man die beiden den Endpunkten von S entsprechenden Werthe von s 

. ! n . . 
mit s und s , so ergiebt sich 








WIZRESEETETT 
J Zu: 0 6 q’ + $” 
s"- ae BP) » Is" Is" 
loo 2 ! 4 — Ti Pr art [0 — - EEE a P; arcig Ze I ——* 
s+yp+g+s 1 ap ++” 4 gp+ars 





) ) h i ” "d2 i 
Substituirt man diesen Werth in die Ausdrücke für / x und P, so erhäll 


man das Endresullat 











Y I eM?2 
”4-q’-+s 
P = 4ZpZglog II 
-VP+g+ 
„ ’ 
Ps ps IS 
f 12p za reig : m — 12 ey P- = "arel g- / . 
qyYp'+g+s'"” q Yp’- +s" 





Die in diesen Ausdruck eingehenden Grössen N YpP+gQ-+s”, 
s, s lassen sich leicht geometrisch interpretiren; die ersten beiden stellen 
die Entfernungen r”, r’ des angezogenen Punktes von den Endpunkten der be- 
züglichen Kante, s”, s’ aber die Projectionen dieser Entfernungen auf die näm- 
liche Kante vor. 


Man kann daher auch schreiben 


#.i 2 2 

u r'+s _ı ps ps’ 
> ı N ie RE in. u en MM 
P= 1252 |qlog wart parelg rs arcig u 


Krakau. im October 1868. 
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Zur Theorie der symmetrischen Functionen. 


« 


(Von Herrn F. Mertens zu Krakau.) 


Es sei 
ft = (t-2)(t—-2;)...'t—r,) 
und Fit, b,... £,) irgend eine ganze rationale Function der » Grössen 
= A 
Durch successive algebraische Divisionen denke man sich Ft,.b,. ... £, 
in die Form eebracht: 


Leo) 
Fo FRi+ERR4--+FfL.+BRit.b,... 6), 


n 


wo Fi, FR, ... F,, R lauter ganze rationale Functionen von h,. bh. ... ı 
sind, von denen überdies die letzte in Bezug auf keine der Variabeln f,.&....t, 


den Grad »—1 übersteigt. 1 
h R TEEN | 
Dies vorausgeselzt, zerlege man den Bruch Tg, Partialbrüche. 
ya: 
wie folgt: 
(p Bi; ;' 
R u IE FE 7 RER 1 | 1 


IT Te Sr 707 Peer ee 5 0 h-z, 
wo die Indices «, 5, ... » unabhängig von einander alle Werthe 1. 2, 3. ... ” 
durchlaufen, entwickle beide Seiten dieser Gleichung nach fallenden Potenzen 
1 


von &,,. b, ... dt, und vergleiche die Coelfficienten von (bb... 1, 


Dies giebt 





| R | a ar, 

ft, fl, fin Hlıtsso- 3 Yu are I'x. fx; en  ? 
| F | > u Dar Eßy +++ %p, 

ft, ft,..-fln Ichtant, en f'z.f'3---f'w: 3 


24: %,) = Fla,,24,::-8,) und 


[ R N F | 
Bu, Äenraat, Ben - TR RER 
Um nun aus der Summe alle Terme zu eliminiren. in denen nicht alle 


Indices @, /, ... v untereinander verschieden sind, nehme man 
Fa 4sY, 


un 


| 
? 
t 
= 
H 
$ 
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>» u rn ER 


und V eine ganze rationale Function von f,, b.. 
Es ist dann 


, \ 1] , . 
A(z.5 Egı-.-2,) = fl %s---[ &, 
oder = Q,. 
jenachdem die Indices «, , y, ... v alle untereinander verschieden sind oder 
nicht, und somit 
: IV 
ze (ip N e » | = — m ne en 
>} Das Lay.» L,, r RR (1, 12...1,) 1 


wo jetzt die Summe alle Werthe umfasst. welche Y durch Permutation de: 
Ti» 25, ... x, annehmen kann. 

Ist nun V eine symmetrische Function. so sind alle diese Werthe 
einander gleich, und man halt 


A 1 [ AV | 
rl... san..." 





il Ban 


Da der Entwickelungscoefficient auf der rechten Seite nur von den 
in ft und V vorkommenden Coefficienten abhängt, so stellt derselbe somit einen 
independenten Ausdruck der Function V durch die Coefficienten der Gleichung _ 
ft=0 vor. E 
Krakau, im October 1868. 
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Preisfrage 
an 
der physikalisch-mathemalischen Klasse 
der 
Königlich Preussischen k 
Akademie der Wissenschaften 
für das Jahr 1>70. 
Bekannt gemacht in der öffentlichen Sitzung am Leibnitzischen Jahrestage, 
den 2. Juli 1868. 
(Aus dem von Steiner gestifteten Legate für Preisfragen in dem Gebiete f 


der synthetischen Geometrie. 


Die von Steiner und anderen Geometern über die Oberflächen dritten 
(Grades angestellten Untersuchungen haben bereits zu einer Reihe wichtiger 
Eigenschaften derselben geführt. Aber die Theorie der Krümmung dieser 
Oberflächen ist von den bisherigen Untersuchungen fast unberührt geblieben. 
Die Akademie wünscht daher eine speciell hierauf gerichtete Behandlung der 
in Rede stehenden Oberflächen. Es würde sich dabei zunächst um geometri- 
sche Constructionen für die beiden Hauptkrümmungs- Richtungen und Radien 
in jedem Punkt der Oberfläche handeln. Als zu lösende Hauptaufgabe be- 
zeichnet aber die Akademie 


die Angabe aller Oberflächen dritten Grades, deren Krümmungslinien 
algebraisch sind, sowie die Bestimmung und Discussion dieser Krümmungs- | 
linien. E 


Es wird verlangt, dass die zur Verification der Resultate dienenden 
analytischen Erläuterungen der Lösung hinzugefügt seien. 


AR nu Zu 
- 


"% 


h 
Y. 
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292 Preisfrage. 


Die Arbeiten können in deutscher, französischer, lateinischer oder eng- 
lischer Sprache abgefasst werden. 


Die ausschliessende Frist für die Einsendung der dieser Frage ge- 
widmeten Preisschriften ist der 1. März des Jahres 1870. Jede Bewerbungs- 
schrift ist mit einem Motto zu versehen, und dieses auf dem Aeusseren des 
versiegelten Zettels, welcher den Namen des Verfassers enthält, zu wieder- 
holen. Die Ertheilung des Preises von 600 Thalern erfolgt in der öffentlichen 
Sitzung am Leibnitzischen Jahrestage im Juli 1870. 
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Ueber Kegelschnitte. 


(Von Herrn @. Bauer in München.) 


len stelle hier einige Sätze über Kegelschnitte zusammen. welche ich 
mit Hülfe quadratischer Transformation erhalten habe, und welche mir von 
einigem Interesse zu sein scheinen. Das Princip der Transformation, von dem 
ich ausgerangen bin. ist in den bekannten Steinerschen Sätzen enthalten. 
welche mittelst der Plückerschen Bezeichnung von ..Pol und Polare in Bezug 
auf ein Dreieck“ lauten: „.Dreht sich die-Polare um einen Punkt. so beschreibt 
der Pol einen dem Dreieck umschriebenen Keselschnitt. Beweet sich der Pol 
auf einer Geraden, so umhüllt die Polare einen dem Dreieck eingeschriebenen 
Kegelschnitt““. Steiner selbst hat in seiner „Entwicklung geomelrischer Ge- 
stalten‘“. wo er allgemeine Beziehungssysteme quadralischer Transformation 
entwickelte. auf diese Sätze hingewiesen. Das schon von Herrn Salmon und 
andern betrachtete besondere Beziehungssystem. welches durch sie festgestellt 
wird, ist von der Art, wie das von Steiner a. a. 0. S. 283 unter >) skizzirte. 
wenn daselbst die zwei Ebenen und die zwei Hauptdreiecke mit ihren ent- 
sprechenden Ecken zusammenfallen. 

1. Je nachdem wir nun den Punkt oder die Gerade als Element eines 
veometrischen Gebildes annehmen, erhalten wir zwei Uebertragungssysteme. 
Im ersten Falle entspricht einem Punkt seine Polare: einer Geraden / ein dem 
Fundamentaldreieck ABC eingeschriebener Kegelschnitt L. Die Gerade L. 
Ort der Pole aller Tangenten von L, nenne ich der Kürze halber die Pol- 
linie von L°. Geht dieselbe durch eine Ecke C des Dreiecks. so zerfällt LU 
in zwei Punkte. nämlich den Punkt C und einen Punkt auf AB: fällt L mit 
einer Dreiecksseite AB zusammen, so zerfällt Z’ in die zwei Punkte A, B. 
Im zweiten Falle entspricht einer Geraden ihr Pol: einem Punkt P, als Spitze 
eines Strahlenbüschels. ein umschriebener Kegelschnitt P“’. Der Punkt P. 
durch welchen die Polaren aller Punkte von P' gehen, heisse der Polarpunkt 
von P®), Liegt derselbe auf einer Seite AB des Dreiecks, so zerfällt P 


in zwei Gerade. nämlich die Seite AB und eine durch Ü gehende Gerade; fällt 

P in eine Ecke € des Dreiecks, so zerfällt P® in die zwei Seiten AC, BC. 

Vermöge der besondern gegenseitigen Lage von Pol und Polare ist 

der Schwerpunkt @ des Dreiecks der Pol der unendlich entfernten Geraden. 
Journal für Mathematik Bd. LXIX, Heft 4. 38 
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während dieser, als Pollinie betrachtet, diejenige eingeschriebene Ellipse E 
entspricht, welche die Seiten des Dreiecks in der Mitte berührt und den 
Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat. Dem Schwerpunkt endlich, als Polarpunkt 
betrachtet, entspricht die umschriebene Ellipse E. welche mit & concen!trisch. 
ähnlich und ähnlich liegend ist, und deren Tangenten an den Ecken des Drei- 
ecks den gegenüberstehenden Seiten parallel sind. 

2. Da den zwei von einem Punkt P an den eingeschriebenen Kegel- 
schnitt Z gezogenen Tangenten als Pole die zwei Durchschnittspunkte der 
(reraden L mit dem umschriebenen Kegelschnitt P'? entsprechen, so folgt, 
dass P'” die Gerade L schneidet, berührt oder nicht schneidet, jenachdem 
der Punkt / ausserhalb, auf oder innerhalb von Z liegt. Also insbesondere: 
Der Schwerpunkt des Dreiecks liegt ausserhalb, auf oder innerhali, eines ein- 
geschriebenen Kegelschnitts, jenachdem die Pollinie desselben die Ellipse E 


schneidet. berührt oder nicht trifft; und ein umschriebener Kegelschnitt ist eine 


Hvperbel, Parabel oder Ellipse. jenachdem sein Polarpunkt ausserhalb. auf 


oder innerhalb der Ellipse E liegt. Zu diesem letztern bekannten Salze lässl 
sich noch Folgendes ergänzend beifügen. Da der Pol einer Geraden innerhalb 
oder ausserhalb des Dreiecks liegt, jenachdem die Gerade das Dreieck nicht 
schneidet oder schneidet, so folgt: Liegt der Polarpunkt ausserhalb der Ellipse 
E, aber innerhalb des Dreiecks, so entspricht ihm eine umschriebene Hyperbel. 
von welcher ein und derselbe Ast durch die drei Ecken geht, und zwar öffne! 
sich derselbe in dem Raum jenseits BC, wenn der Polarpunkt zwischen der 
Ellipse E und der Ecke A liegt. Liegt aber der Polarpunkt ausserhalb des 
Dreiecks. so entspricht ihm eine umschriebene Hyperbel, von welcher ein Ast 
durch zwei Ecken des Dreiecks geht, der andere durch die dritte Ecke. und 
zwar geht der eine Ast durch 5 und €, der andere durch A, wenn der 
Polarpunkt in dem Winkel BAC oder seinem Scheiteiwinkel liegt. 

3. Betrachtet man irgend eine Gerade ZL und einen Punkt P in Bezug 
auf ihre Lage zum Dreieck ABC, so ergiebt sich folgender allgemeiner Salz: 
Liegt ein Punkt P in dem von Z, und den Dreiecksseiten gebildeten Viereck 
oder in einem der an die Ecken desselben anstossenden Räume, so schneide! 
die Polare von P den Kegelschnitt ZU’, und der Pol von Z liegt ausserhalb 
P'); liegt aber P in einem der sechs andern von Z, und den Dreiecksseiten 
vebildeten Räume, so wird L) von der Polaren von P nicht getroffen, und 
der Pol von Z liegt innerhalb P. 


Rückt die Gerade ZL in das Unendliche, so folgt: Liegt ein Punkt ? 
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ausserhalb des Dreiecks in einem von den drei Seiten desselben beerenzten 
Raum, so schneidet seine Polare die Ellipse E, und der Schwerpunkt des 
Dreiecks liegt ausserhalb PC) (Hyperbel); liegt aber P in einem Scheitelraum 
des Dreiecks. so wird E von seiner Polaren nicht geschnitten. und P® (Hiy- 
perbel) schliesst den Schwerpunkt des Dreiecks ein. — Fällt aber P in den 
Schwerpunkt, so folgt aus obigem Satze: Wenn eine Gerade ZL das Dreieck 
schneidet, so ist L” eine Hyperbel, Ellipse oder Parabel. jenachdem der 
Schwerpunkt des Dreiecks in dem durch die Gerade ZL abeeschniltenen Vier- 
eck oder in dem abgeschnittenen Dreieck oder auf ZL selbst lieet. Schneide! 
L, das Dreieck nicht. so ist LU immer eine in das Dreieck beschriebene 
Ellipse. 

Das Vorhergehende reicht hin. um sich eine Vorstellung zu machen 
von der Lage und der Natur eines um- oder eingeschriebenen Keselschnitis. 
der einem Punkt oder einer Geraden entspricht. 

4. Seien A, BD, C, M vier Punkte, durch welche zwei Parabeln gehen. 
Betrachtet man ABC als das Fundamentaldreieck, so sind die Polarpunkte 
dieser zwei Parabeln die zwei Durchschniltspunkte 0, 0’ einer Geraden m. 
Polaren von M, mit der dem Dreieck ABC eingeschriebenen Ellipse E (Fig. 1). 
Verbindet man M mit einem beliebigen fünften Punkt N durch eine Gerade L. 
so berührt der eingeschriebene Kegelschnitt /” die Gerade m. Die zwei 
andern von o und o an L gezogenen Tangenten sind die Polaren der Punkte 
0,0’, in welchen die zwei Parabeln die Gerade L zum zweiten Male schneiden. 
Durchläuft nun der Punkt X die Gerade L, so durchläuft der Polarpunkt P 
des Kegelschnitts ABCHN die Gerade m, so dass die von P an LV) gezogene 
zweite Tangente immer Polare von N ist. Geht N von O bis 0’, so durch- 
läuft P das Innere des Kegelschnitts E von o bis 0’: geht aber N von O 
durch den unendlich entfernten Punkt von /, nach O zurück. so durchläuf! 
P den ausserhalb E gelegenen Theil von m von 0’ bis o. Dass sich die von 
N und von P durchlaufenen Strecken O0’ und 00’ in dieser Weise entsprechen. 
erkennt man daraus. dass. wenn N in den unendlich entfernten Punkt von Z 


fällt, seine Polare die vierte gemeinschaftliche Tangente von L und E ist. 


und mithin ihr Durchschnittspunkt P mit der Geraden m ausserhalb E liegt. 

Wenn also der fünfte Punkt N auf der Strecke 00" liegt. d.h. innerhalb der 

einen Parabel und ausserhalb der andern. so ist der Kegelschnitt ABCMHN 

eine Ellipse; liegt aber N ausserhalb der Strecke 00°, d.h. ausserhalb oder 

innerhalb beider Parabeln, so ist der Kegelschnitt ABCHN eine Hyperbel. 
38 * 
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Dies ist ein bekannter, von Moebius in seinem barycentrischen Calcul 
sebener Satz. 

Man sieht indessen, dass dieser Satz nur ein specieller Fall eines all- 
gemeinern ist, welchen man erhält, wenn an die Stelle der Ellipse E irgend 
ein anderer dem Dreieck ABC eingeschriebener Kegelschnitt X® tritt. Der- 
selbe lautet: 

Sind durch vier Punkte A, B, C, M die zwei Kegelschnitte gelegt. 
welche eine gegebene Gerade berühren, so wird der Kegelschnitt, der durch diese 
vier Punkte und einen beliebigen fünften Punkt N geht, die Gerade schneiden. 
wenn N innerhalb oder ausserhalb beider Kegelschnitte liegt: hingegen nicht 
schneiden, wenn N innerhalb des einen und ausserhalb des andern liegt. 

Auf ähnliche Weise beweist man den reciproken Satz: 

Wenn zwei Kegelschnitte vier Gerade berühren und durch einen Punkt 
P_ gehen, so wird, jenachdem eine fünfte Gerade nur einen dieser beiden 
hegelschnitte schneidet oder nicht einen (nämlich beide oder keinen von beiden). 
der Punkt P innerhalb oder ausserhalb des Kegelschnitts liegen, der die fünf 
Geraden berührt. 

Ist die fünfte Gerade die unendlich entfernte Gerade. so folgt: Die 
swei Megelschnitte, welche vier Gerade berühren und durch einen Punkt P 
gehen, sind, wenn reeil, beide Ellipsen oder beide Hyperbeln, wenn der Punkt 
P ausserhalb der Parabel liegt, welche die vier Geraden berührt: hingegen 
ist einer der Kegelschnitte eine Ellipse, der andere eine Hyperbel, wenn der 
Punkt P innerhalb dieser Parabel liegt. 

Ist aber eine der vier ersten Geraden unendlich entfernt. so folgt: 
Wenn zwei Parabeln drei Gerade berühren und durch einen Punkt P gehen. 
so wird. jenachdem eine vierte Gerade nur eine dieser Parabeln schneidet 
oder nicht eine (nämlich beide oder keine von beiden), der Punkt P inner- 
halb oder ausserhalb der Parabel liegen. welche die vier Geraden berührt. 

Aus den beiden letzten Sätzen lässt sich noch weiter schliessen: Wenn 
die zwei Parabeln &, >’, welche drei Gerade berühren und durch einen Punk! 
P gehen, beide von einer vierten Geraden geschnitten werden. oder wenn 
keine von beiden von ihr geschnitten wird, so sind die zwei Kegelschnitte 
S, Ss’, welche die vier Geraden berühren und durch den Punkt P gehen. 
wenn reell, beide Ellipsen oder beide Hyperbeln: wenn aber die vierte Gerade 
nur eine der Parabeln I, >’ schneidet, so ist einer der Kegelschnitte S, $' 
eine Ellipse, der andere eine Hyperbel. 
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9. Dreht sich die Polare als Tangente um einen Kegelschnitt S, welcher 
dem Dreieck ABC nicht eingeschrieben ist, so bewegt sich der Pol, wie bei 
den allgemeinern Steinerschen Beziehungssystemen dieser Art, auf einer Curve 
vierter Ordnung, für welche die Ecken des Dreiecks Doppelpunkte sind. Die 
Curve hat ferner so viele unendlich entfernte Punkte. als S gemeinsame Tan- 
genten mit der Ellipse E hat. Liegt z. B. S ganz innerhalb E, so ist die 
Poleurve eine geschlossene Curve, welche sich zweimal um das Dreieck 
herumschlingt. Berührt 5 eine Dreiecksseite BC, so redueirt sich der Or! 
des Pols auf eine Curve dritter Ordnung, für welche die Ecke A Doppelpunkt. 
B und € aber einfache Punkte sind. Ausserdem schneidet die Curve die 
Seite BC in dem Punkte, der zu dem Berührungspunkte von S in Bezug aul 
die Ecken b, C der zugeordnete harmonische Punkt ist. 

Berührt endlich S zwei Seiten des Dreiecks ABC. nämlich BC und 
AC, so wird der Ort des Pols ein Kegelschnitt 5’, welcher durch die zwei 
Ecken A, B des Dreiecks geht und die zwei Seiten BC, AC zum zweiten Male 
in den Punkten schneidet, welche zu den Berührungspunkten von S harmonisch 
liegen. Der Kegelschnitt S’ ist Hyperbel, Ellipse oder Parabel, jenachdem 
S mit der Ellipse E ausser den zwei Dreiecksseiten noch zwei gemeinsame 
Tangenten hat oder keine oder dieselbe berührt. Jedem Punkt P von 8, als 
Polarpunkt betrachtet, entspricht ein dem Dreieck ABC umschriebener Kegel- 
schnitt, welcher die Polceurve berührt; der Berührungspunkt entspricht der 
Tangente von S im Punkte P. 

Da in dem Folgenden nur Kegelschnitte betrachtet werden, so wird 
von diesen Sätzen nur der letzte zur Anwendung kommen und der reciproke 
Salz. nämlich: Beschreibt der Pol einen Kegelschnitt 5’, welcher durch zwei 
Ecken A, B des Dreiecks geht. so beschreibt die Polare einen Kegelschnitt $, 
der die beiden Seiten AC, BC berührt. Die zweiten von A und Ban SS ge- 
zogenen Tangenten sind harmonisch zu den Tangenten von S’ in diesen 
Punkten. Der Kegelschnitt S ist Ellipse, Parabel oder Hyperbel, jenachdem 
der Schwerpunkt des Dreiecks innerhalb. auf oder ausserhalb S’ liegt. 

Die beiden letzten Sätze ergänzen sich in der Weise, dass, wenn von 
den beiden Kegelschnitten S, S’ einer gegeben ist. der andere vollkommen 
durch sie bestimmt ist. 

6. Das anharmonische Verhältniss überträgt sich nach folgenden leicht 


zu beweisenden Sätzen: 
Vier Tangenten auf einem Kegelschnitt S, der zwei Seiten des Fun- 
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damentaldreiecks berührt, haben dasselbe anharmonische Verhältniss, wie ihre 
Pole auf dem entsprechenden Kegelschnitt S’, der durch zwei Ecken des Drei- 
ecks geht; vier Polarpunkte auf $ (vier Pollinien, welche S’ berühren) das- 
selbe. wie die Berührungs - Punkte (- Tangenten) der ihnen entsprechenden um- 
schriebenen (eingeschriebenen) Kegelschnitte auf S’(S). 

Vier Gerade, welche durch einen Punkt P gehen, haben dasselbe an- 
harmonische Verhältniss, wie ihre Pole auf dem umschriebenen PP; vier Punkte 
auf einer Geraden Z, dasselbe, wie ihre Polaren auf dem eingeschriebenen LU. 

Wenn vier umschriebene Keeelschnitte eine Gerade Z berühren. so 
haben ihre Berührungspunkte dasselbe anharmonische Verhältniss, wie ihre Polar- 
punkte auf 2°’; und wenn vier eingeschriebene Kegelschnitte durch einen 
Punkt /° gehen, so haben ihre Tangenten in P dasselbe anharmonische Ver- 
hältniss. wie ihre Pollinien auf P®. 

Wenn vier Kegelschnitte einem Viereck eingeschrieben (umschrieben) 
sind. so haben ihre Berührungspunkte auf jeder Seite (ihre Tangenten an jeder 
Ecke) des Vierecks dasselbe anharmonische Verhältniss, wie ihre Pollinien 
(Polarpunkte) in Bezug auf irgend ein von drei Seiten (Ecken) des Vierechks 
gebildetes Dreieck. 

Aus der projeetivischen Eigenschaft des anharmonischen Verhältnisses 
folet sodann: Wenn vier Kegelschnitte einem Viereck umschrieben sind, so 
bestimmen dieselben auf jedem Kegelschnitt F, der durch irgend drei der 
Ecken geht, vier Durchschnittspunkte von constantem anharmonischem Ver- 
hältniss, dasselbe ist nämlich gleich dem. in welchem sich die vier ersten 
itegelschnitte schneiden. 

Und: Wenn vier Kegelschnilte einem Vierseit eingeschrieben sind. so 
haben die Tangenten,. welche ein beliebiger irgend drei Seiten des Vierseits 
berührender Kegelschnitt V mit den vier Kegelschnilten gemein hat, auf diesem 
Kegeischnilt I constantes anharmonisches Verhältniss; dasselbe ist nämlich 
gleich dem der Berührungspunkte der vier Kegelschnilte auf den Seiten des 
Vierseits. — 

7. Ueberiragen wir nun den Satz vom anharmonischen Verhältniss 
von vier Punkten auf einem Kegelschnitt, so folgt, wenn man den Kegelschnitt 
als dem Fundamentaldreieck ABC eingeschrieben annimmt und die Punkte aul 
demselben als Polarpunkte betrachtet: 

Wenn vier Kegelschnilte einem Dreieck ABC umschrieben sind und 


eine Gerade Z berühren, so haben die Durchschnittspunkte dieser Kegelschnitte 
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mit irgend einem fünften umschriebenen Kegeischnilt, der dieselbe Gerade 
berührt. auf diesem ein constantes anharmonisches Verhältniss: dasselbe ist 
nämlich immer gleich dem der Berührungspunkte der vier Kegelschnitte auf 
der Geraden Z 

Dasselbe gilt, wenn an die Stelle der Geraden ZL ein Keeelschnitt 
tritt, der durch zwei Ecken des Dreiecks ABC geht. 

Fällt der fünfte Kegelschnitt mit einem der vier festen Kegelschnitte 
zusammen, so fällt der Durchschnittspunkt mit dem Berührungspunkt zusammen: 
folglich haben auf jedem der vier Kegelschnitte der Berührungspunkt und die 
Durchschnitispunkte mit den drei andern Kegelschnitten dasselbe anharmonische 
Verhältniss, wie die vier Berührungspunkte. 

Da vier Tangenten eines Kegelschnitts dasselbe anharmonische Verhält- 
niss haben, wie ihre Berührungspunkte, so folgt: Wenn vier Parabeln einem 
Dreieck umschrieben sind, und man zieht zu einer dieser Parabeln an den Durch- 
schnittspunkten mit den drei andern Parabeln Tangenten. so schneiden dieselben 
auf irgend einer vierten Tangente zwei Stücke ab. deren Verhältniss gleich 
ist dem anharmonischen Verhältniss der Richtungen der vier Axen der Parabeln. 

Eine Dreiecksseite und die durch die gegenüberliegende Ecke gezogene 
Parallele bilden zusammen einen speciellen Fall einer umschriebenen Parabel. 
Also: Wenn durch die Ecken eines in eine Parabel eingeschriebenen Dreiecks 
Parallele zu den gegenüberliegenden Seiten gezogen werden, so werden auf 
jeder dieser Parallelen von den beiden andern und dem zweiten Durchschnitts- 
punkt mit der Parabel Stücke begrenzt, deren Verhältniss gleich ist dem an- 
harmonischen Verhältniss, welches die Richtungen der drei Seiten des Dreiecks 
mit der Axe der Parabel bilden. 

8. Ist L eine Gerade, welche die Seiten BC, AC, AB des Dreiecks 
ABC in den Punkten a, b, ce schneidet, so sind die Paare von Geraden BC, Aa; 
AC, bb; AB, Ce als specielle Fälle umschriebener Kegelschnitte zu betrachten. 
welche Z berühren (Fig. 2). Istnun a’ der Durchschnittspunkt von Ce und bb; 
b' der von Ce und Aa: c' der von Bb und Aa, und ist dem Dreieck ausser- 
dem ein Kegelschnitt umschrieben, der J in dem Punkte s berührt und die 
Geraden Aa, Bb, Ce in. den Punkten «@, 5, y schneidet, so sind die anhar- 
monischen Verhältnisse (acb’«), (cCba’p), (b’a’cy). sowie das der Punkte 
0, ß, y, s auf dem Kegelschnitte, sämmtlich gleich (abes). Hieraus folgt. 


dass se durch den Durchschnittspunkt von c’b und b’e, d. i. durch a’ geht; 
und ebenso geht sßö durch b’, sy durch ec’. Also: 
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Wenn man von den Ecken eines Dreieck; ABC nach den Durch- 
schnitispunkten a, b, ce der gegenüberliegenden Seiten mit einer Geraden L die 
Geraden Aa, Bb, Ce zieht, so treffen die von irgend einem Punkt s der 
Geraden L nach den Durchschnittspunkten je zweier dieser Geraden Aa, Bb, Ce 
gezogenen Geraden die jedesmalige dritte in Punkten, welche auf einem Kegel- 
schnitt liegen, der ABU umschrieben ist und L im Punkte s berührt. 

Sind von einem Kegelschnitt vier Punkte und die Tangente an einem 
dieser Punkte gegeben, so giebt dieser Satz drei weitere Punkte des Kegel- 
schnitts. — Den reeiproken Satz, den ich hier nicht beisetze, erhält man aul 
ähnliche Weise; nur ist hierbei zu beachten. dass zu den einem Dreieck 
eingeschriebenen Kegelschnitten, welche durch einen Punkt M geben, drei 
Punktepaare zu rechnen sind; nämlich jede Ecke des Dreiecks und der Punk! 
der gegenüberliegenden Seite, wo dieselbe von der durch die Ecke und den 
Punkt M gezogenen Geraden geschnitten wird. bilden ein solches Punktepaar. 

9. Betrachtet man in dem vorigen Satze ABC als das Fundamental- 
dreieck, so liefert die Uebertragung den von Herrn Chasles gegebenen Satz *): 
„Wenn ein Viereck einem Kegelschnilt $ eingeschrieben ist, so berühren die 
Tangenten an den vier Ecken und je ein Paar Gegenseiten des Vierecks 
einen andern Kegelschnitt >. Hieraus erhalten wir durch Rück - Ueber- 
tragung, indem wir nur zwei Seiten des bisherigen Fundamentaldreiecks bei- 
behalten. die dritte aber beliebig lassen, folgenden allgemeinern Satz, der 
obigen als speciellen Fall in sich begreift: 

(Gehen durch zwei Punkte A, B eines Kegelschnitts Z und einen be- 
liebigen dritten Punkt C zwei Kegelschnitte S, S’, welche EZ in den Punkten 
HM, M berühren, und ist D der vierte Durchschnittspunkt von S und S’, so 
geht der durch die Punkte A, B, M, MW’, D ygelegte Kegelschnitt durch einen 
(dritten festen Punkt y. Dieser Punkt y ist der Durchschnitt der Diagonalen 
des Vierecks, welches die Durchschnittspunkte der beiden Geraden CA, CB 
mit I bilden (Fig. 3). 

Dieser Satz bleibt auch richtig, wenn A, BD imaginäre Durchschnitts- 
punkte des Kegelschnitts > mit der Geraden AB sind. Der Punkt y bleibt 
reell und zu € conjugirt in Bezug auf >. Ist AR die unendlich entfernte 
(serade, so erhält man sodann folgenden Satz von Kreisen, welcher aber auch 
allgemein für ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte gilt: 





*) Sect. con. n® 213. 
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Wenn zwei Kreise S, S’ einen dritten Kreis & berühren, so geht der 
durch die zwei Berührungspunkte und einen Durchschnittspunkt von S und $’ 
gehende Kreis durch die Mitte der Sehne von $, welche auf der Polaren des 
andern Durchschnittspunkts von S und S$° liegt. 

10. Zerfällt & in die Gerade AB und eine andere Gerade L, so folet 
weiter aus obigem Satze: 

Ist ein Viereck ABCD und eine Gerade Z gegeben, und zieht man 
von einer Ecke C Gerade nach den andern Ecken A, B, D des Vierecks. 
welche Z in den Punkten a, 5b, d schneiden, so liegen die Durchschnittspunkte 
von Ab, Ba; bd, Db; Ad, Da auf einem durch die Punkte A, B, D gehen- 
den Kegelschnitt (folgt auch aus dem Satz von Pascal); und die Durchschnitts- 
punkte dieses Kegelschnitts mit L sind die berührungspunkte von L mit den zwei 
Kegelschnitten, welche dem Viereck umschrieben sind und die Gerade L berühren. 

Wird Z die unendlich entfernte Gerade, so folgt, dass, wenn man durch 
je zwei Ecken eines Dreiecks ABD Parallelen zieht zu den Geraden, welche 
diese Ecken mit einem vierten Punkt C verbinden, der Durchschnittspunkt 
derselben auf demjenigen dem Dreieck ABD umschriebenen Kegelschnitt liegt. 
dessen Asymptoten parallel zu den Axen der zwei Parabeln sind, welche dem 
Viereck ABCD umschrieben werden können. Der Kegelschnitt ist eine Hvperbel. 
wenn das Viereck nur ausspringende Ecken hat, in welchem Falle die zwei 
Parabeln reell sind; im entgegengesetzten Falle aber Ellipse. 

ine andere Beziehung zwischen den zwei Parabeln und der Hv- 
perbel s. (28.). 

11. Wenn in (9.) der Kegelschnitt > die Geraden CA. CB in A und 
B berührt, oder mit anderen Worten, wenn die Kegelschnitte S, S’ durch 
den Pol der gemeinschaftlichen Sehne AB in Bezug auf > gehen, so fällt 
der Punkt y auf AB; in diesem Falle liegt also auch der vierte Durchschnitts- 
punkt D von S und $S’ auf der Geraden, welche die zwei Berührungspunkte 
M, M’ verbindet. 

Hieraus folgt insbesondere: Legt man durch den Mittelpunkt eines Kegel- 
schnitts X zwei Kegelschnitte, die ihm ähnlich und ähnlich liegend sind und 
ihn berühren, so liegen die zwei Berührungspunkte und der zweite Durch- 


schnittspunkt derselben auf einer Geraden. 

12. Die involutorischen Eigenschaften des vollständigen Vierecks über- 
tragen sich in folgender Weise. Der Satz, dass jede Transversale die Seiten 
und die Diagonalen eines Vierecks in sechs Punkten schneidet, welche in In- 
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volution sind. giebt, wenn man die Punkte als Pole. die Geraden als Pol- 
linien auflasst: 

a) Wenn vier Gerade gegeben sind und man beschreibt die sechs 
einem Dreieck ABC eingeschriebenen Kegelschnitte, welche je zwei dieser 
Geraden berühren, so sind die Tangenten, welche diese sechs Kegelschnitte 
mit irgend einem andern dem Dreieck ABC eingeschriebenen Kegelschnitt X 
semein haben, auf diesem in Involution. 

Da ferner jede Dreiecksseite in der ursprünglichen Figur in Punkten 
geschnitten wird, welche in Involution sind, so folgt, dass die Berührungs- 
punkte der sechs Kegelschnitte auf jeder Dreiecksseite ebenfalls in Involution 
sind. — Betrachtet man aber in dem Satze, von dem wir ausgegangen, die 
Geraden als Polare, die Punkte als Polarpunkte, so ergiebt sich: 

b) Wenn vier einem Dreieck umschriebene Kegelschnitte gegeben 
sind, und man legt durch den (vierten) Durchschnittspunkt je zweier derselben 
und einen beliebigen andern Punkt M umschriebene Kegelschnitte, so schneiden 
sich diese sechs Kegelschnitte in Involution. — Die sechs Geraden. welche 
von einer Ecke des Dreiecks nach den Durchschnittspunkten der vier Kegel- 
schnitte gehen, bilden ebenfalls eine Involution. — 

Geht man von dem reciproken Satze aus: „.Die sechs Geraden, welche 
von einem Punkte nach den vier Ecken und den zwei Durchschnitispunkten 
der Gegenseiten eines Vierecks gezogen sind, sind in Involution“, so erhält 
man die zu a) und 5b) reciproken Sälze. 

13. In dem Satze a) und dem reciproken Satze ist das Theorem von 
Desargues und das reciproke Theorem als specielle Fälle enthalten (14,2). 
Durch Uebertragung dieses Theorems erhalten wir noch folgende Ergänzungen 
zu den vorigen Sälzen: 

a) Wenn in dem Satze (12,«a) die vier Geraden Tangenten sind eines 
Kegelschnitts S, der zwei Seiten des Dreiecks ABC berührt, so sind die zwei 
andern gemeinsamen Tangenten von S und IF auch ein Paar derselben Involution. 
Die Gerade Z, auf welcher sich die Tangentenpaare der Involution schneiden 
(14,1). geht mithin durch den Durchschnitispunkt dieser zwei Tangenten. 

Gehen in demselben Satze die vier Geraden durch einen Punkt M, 


so geht die Gerade ZL durch denselben Punkt M. 

b) Wenn in dem Satze (12,5) die vier dem Dreieck umschriebenen 
Kegelschnitte irgend einen Kegelschnitt S, der durch zwei Ecken des Dreiecks 
geht, (oder eine beliebige Gerade L) berühren, so bilden die zwei umschrie- 
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benen Kegelschnitte, welche durch den Punkt M gehen und S (oder L) be- 
rühren, auch ein Paar des involutorischen Keeelschnittbüschels. 

14. 1) Wenn in dem Satze (12,a) drei der vier Geraden durch 
die Ecken des Dreiecks ABC gehen, so verwandelt sich derselbe in den fun- 
damentalen Satz: „Drei Tangentenpaare eines Kegelschnitts, welche sich auf 
einer Geraden schneiden, sind auf dem Keselschnitt in Involution.“ 

Ebenso folgt aus dem zu (12,a) reciproken Satze. wenn drei der vier 
Punkte auf den Seiten des Dreiecks ABC liegen: ..Die Endpunkte dreier 
Sehnen eines Kegelschnitts, welche durch einen Punkt gehen. sind in In- 
volution.““ 

2) Wenn aber in demselben Satze nur zwei der vier Punkte auf 
Seiten des Dreiecks liegen, nämlich auf AC, BC, die beiden andern Punkte M. 
M’ aber beliebig. so erhält man den bekannten Satz: ..Wenn ein Keeelschniti 
I durch zwei gegenüberliegende Ecken A, B eines Vierecks AMBM' geht. 
so wird derselbe von den gegenüberliegenden Seiten des Vierecks und irgend 
einem dem Viereck umschriebenen Kegelschnitt in Punktepaaren geschnitten. 
welche in Involution sind“, woraus weiter folgt, dass überhaupt drei Kegel- 
schnitte, welche einem Viereck umschrieben sind. einen Keeelschnitt V, der durch 
zwei Ecken des Vierecks geht, in Punkten schneiden, welche in Involution sind. 

3) Liegt endlich nur einer der vier Punkte auf einer Seite des Drei- 
ecks. so geht der Satz in folgenden über: 

Wenn drei Kegelschnitte einem Dreieck ABC umschrieben sind. so 
schneiden sich in jeder Ecke des Dreiecks die drei Kegelschnitte und die drei 
von dieser Ecke ausgehenden Durchschnittssehnen in Involution: und jeder 
andere dem Dreieck umschriebene Kegelschnitt Y wird von den drei Kegel- 
schnitten und den drei Sehnen in Punkten geschnitten, welche auf ihm in In- 
volution sind. — Die Sehnen von V, welche die Punktepaare der Involution 
verbinden, schneiden sich nach obigem Satze in einem Punkte «: liegen die 
drei vierten Durchschnittspunkte der drei Kegelschnitte in einer Geraden, so 
liegt der Punkt « auf dieser Geraden vermöge des zu (13.«a) reciproken 


Satzes. 


15. Es ist aus analytischen Gründen klar, dass, wenn die Sätze (12. 
Statt haben für ein reelles Dreieck ABC, sie auch gelten, wenn zwei Ecken 
A, B als Durchschnittspunkte eines Kegelschnitts mit einer Geraden betrachte! 
werden, in welchem Falle sie auch conjugirt imaginäre Punkte sein können. 


Nimmt man für A, B die unendlich entfernten imaginären Kreispunkte, so 
39 * 
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erhält man folgende Sätze von Kreisen, welche aber auch für ähnliche und 
ähnlich liegende Kegelschnitte überhaupt Gültigkeit haben. 

Wenn durch je zwei von vier Punkten Kreise gelegt werden, die sich 
in einem Punkte C schneiden, so schneiden sich diese sechs Kreise in In- 
volution. Ihre Durchschnittspunkte mit irgend einem andern durch © gehenden 
Kreise > sind auf demselben in Involution. Liegen die vier Punkte auf einer 
Geraden L, so schneiden sich die Verbindungslinien der Punktepaare der In- 
volution auf L; liegen die vier Punkte auf einem Kreise S, so schneiden sich 
diese Verbindungslinien auf der gemeinsamen Sehne von S und I. — 

Drei Kreise, welche durch einen Punkt C gehen, und ihre drei Durch- 
schnittssehnen schneiden sich in Involution und bestimmen auf jedem durch C 
gehenden Kreise sechs Punkte in Involution. Liegen die drei zweiten Durch- 
schnittspunkte der Kreise auf einer Geraden, so schneiden sich die Verbin- 
dungslinien der involutorischen Punktepaare auf derselben Geraden. — 

(sehen vier Kreise durch einen Punkt C, so sind ihre sechs Durch- 
schnittssehnen in Involution. Die durch ihre zweiten Durchschnittspunkte, den 
Punkt C und einen beliebigen Punkt M gehenden sechs Kreise schneiden sich 
in Involution; berühren die vier Kreise eine Gerade Z oder einen Kreis $, 
so bilden die zwei durch C und M gehenden Kreise, welche L oder S be- 
rühren, auch ein Paar der Involulion. — 

16. Kegelschnitte, welche einen Brennpunkt und eine Tangente gemein 
haben, sind einem Dreieck eingeschrieben. Hiernach ergeben sich entsprechende 
Sätze über Kegelschnitte mit einem gemeinsamen Brennpunkt. So folgt aus 
dem zu (12,5) reciproken Satze: 

Die gemeinschaftlichen Tangenten je zweier von vier Kegelschnitten. 
welche einen Brennpunkt und eine Tangente gemein haben, bestimmen auf 
dieser Tangente eine Involution u. s. f£ — Also speziell: Die gemeinschaft- 
lichen Tangenten je zweier von vier Parabeln mit gemeinsamem Brennpunkt 
haben die Richtung von sechs Geraden in Involution. 

Ebenso folgt aus dem zu (14,3) reciproken Satze: Wenn drei Kegel- 
schnitte einen Brennpunkt und eine Tangente L gemein haben, so sind auf 
letzterer die Berührungspunkte und die Durchschnittspunkte der andern gemein- 
samen Tangenten je zweier Kegelschnitte in Involution. — Und insbesondere: 
Die gemeinsamen Tangenten je zweier von drei Parabeln mit demselben Brenn- 
punkt und die Axen derselben haben die Richtung von sechs Geraden in In- 


volution. 
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17. Seien S, S’ zwei dem Dreieck ABC eingeschriebene Kegelschnilte, 
s ein Kegelschnitt, der die zwei Seiten AC, BC des Dreiecks berührt. Seien 
ferner £, f, die zwei andern gemeinschaftlichen Tangenten von s und S, und 
', t, die von s und S’. Beschreibt man nun einen eingeschriebenen Kegel- 
schnitt &, der zwei der vier Geraden t, f,, f‘, f,. nämlich £, ?' berührt, und 
einen eingeschriebenen Kegelschnitt >’, der die zwei andern Geraden 4, f, 
berührt, so sind die (vierten) Tangenten, welche irgend ein anderer einge- 
schriebener Kegelschnitt S mit S, S’, &, >’ gemein hat, in Involution mil 
den zwei Tangenten, welche © mit s gemein hat (13,a). Seien T, T’ diese 
(vierten) Tangenten, welche S mit S und S’ gemein hat, und T, T’ die Tan- 
genten, welche S mit I und >’ gemein hat; sei ferner s’ ein Kegelschnitt, 
der, wie s, die zwei Seiten AC, BC des Dreiecks berührt und ausserdem die 
zwei Geraden 7), T’; so sind nach dem Vorigen die beiden Tangenten T, T’ 
auf & in Involution mit den Tangentenpaaren, welche & mit s und mit s’ 
gemein hat, und da © zwei Seiten des Vierecks berührt, welches den beiden 
Kegelschnitten s, s’ umschrieben ist, nämlich die Seiten AC, BC, so folgt aus 
dem zu (14,2) reciproken Satze, dass die beiden Geraden T, T’ einen Kegel- 
schnitt o berühren, der demselben Viereck eingeschrieben ist, welchem s und 
s' eingeschrieben sind. — Der Kegelschnitt s’ hat aber mit jedem der Kegel- 
schnitte S, S’ noch eine Tangente gemein. Sind T,, T, diese Tangenten und 
&' der eingeschriebene Kegelschnitt, der sie berührt, so folgt ebenso, dass 
die zwei (vierten) Tangenten T,, T,, welche & mit I und >’ gemein hal, 
einen Kegelschnitt 0’ berühren, der demselben Viereck eingeschrieben ist. 
welchem s und s’ eingeschrieben sind. Die beiden Kegelschnitte o und 0’ 
fallen aber zusammen. Denn geht man, statt von dem Kegelschnitt s, von s 
aus, so verlauschen die Kegelschnittpaare &, >’ und ©, © ihre Roilen, und 
es ergiebt sich, dass die Tangenten T, T,. welche & mit & und © gemein 
hat, auch einen Kegelschnitt. der demselben Viereck eingeschrieben ist, be- 
rühren. Da nun ein solcher Kegelschnitt durch eine Tangente T schon bestimm! 
ist. so folgt, dass o und 0’ zusammenfallen. Also: 

Sind S, S’ zwei dem Dreieck ABO eingeschriebene Kegelschnitte; s, s 
zwei Kegelschnitte, welche zwei Seiten AU, BC des Dreiecks berühren; t, tı. 
!', t, die gemeinsamen Tangenten von s mit S und S'; T, T’, T,, T, die ge- 
meinsamen Tangenten von s' mit S und S'; sind ferner >, zwei andere 
eingeschriebene Kegelschnitte, welche die Tangenten t, t', t,, t, paarweise be- 
rühren, und ©, ©' zwei eingeschriebene Kegelschnitte, welche die Tangenten 


' 
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T, T', T,, T, paarweise berühren, so berühren die (vierten) Tangenten, welche 
jeder der Kegelschnitte &, >’ mit jedem der Kegelschnitte ©, ©’ gemein 
haben, und die vier gemeinsamen Tangenten von s und s’ einen und denselben 
Kegelschnitt. 





























18. In dem vorhergehenden Satze kann einer der Kegelschnitte S, $' 
in Punktepaare zerfallen, nämlich in eine Ecke des Dreiecks ABC und einen 
Punkt auf der gegenüberliegenden Seite; in diesem Falle zerfällt wenigstens je 
einer der Kegelschnitte >, >’ und ©, © ebenfalls in ein solches Punktepaar. 

Es kann ferner S’ mit S zusammenfallen, in welchem Falle je zwei 
der Tangenten / auf s und je zwei der Tangenten T auf s’ zusammenfallen: 
dann berühren >, >’ den Kegelschnilt s, ebenso wie &, © den Kegelschnitt 
s’, in den Berührungspunkten dieser Tangenten. 

Endlich kann auch einer der Kegelschnilte s, s’ in ein Punktepaar zer- 
fallen, oder beide. Zerfällt z. B. s’ in die Ecke © und einen beliebigen Punkt 
M, so sind als die vier gemeinsamen Tangenten von s, s’ die zwei Dreiecks- 
seiten CA, CB und die von H an s gezogenen Tangenten zu betrachten. Zer- 
fällt aber zugleich auch s auf dieselbe Weise in die Ecke C und einen be- 
liebigen andern Punkt N, dann treten in obigem Satze die Punkte M, N an 
die Stelle von s, s’, und er ändert sich in folgenden ab: 

Sind M, N zwei beliebige Punkte; S,S’ zwei einem Dreieck AbÜC ein- 
geschriebene Kegeischnitte; t,t,,„E,t, die vom Punkte M, dagegen T,T,, T',T, 
dievon N an S und S' gezogenen Tangenten, und sind &, 2’, ©, © zwei 
andere dem Dreieck eingeschriebene Kegelschniltpaare, von denen das erstere 
die Geraden t, das letztere die Geraden T paarweise berührt, so schneiden sich 
die (vierten) Tangenten, welche jeder der Kegelischnitte Z, >’ mit jedem der 
Kegelschnitte ©, © gemein hat, in einem und demselben Punkie u auf der 
(reraden MN. 

19. Fallen in dem letzten Satze S und S’ zusammen, so wird derselbe: 

Wenn von zwei Punkten M, N an einen dem Dreieck ABC eingeschrie- 
benen Kegelschnitt S Tangenten gezogen werden und &, > die eingeschriebenen 
Kegelschnitte sind, welche die von M ausgehenden Tangenten in M selbst berüh- 
ren: ©, © eingeschriebene Kegelschnitte, welche die von N ausgehenden Tangen- 
ten in N selbst berühren, so schneiden sich die vierten Tangenten, welche > 
und = mit © und © gemein haben, in demselben Punkt u auf der Geraden MN. 

Zusatz. Zerfällt S in zwei Punkte, nämlich die Ecke C und einen 
Punkt C’ auf AB, so zerfällt auch ein Z und ein © in ähnlicher Weise in 
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Punktepaare, und es treten an die Stelle dieser Kegelschnitte im vorigen Satze 
diejenigen Punkte d, d' von AB, welche mit MC und NC in gerader Linie 
liegen. Auf den hieraus sich ergebenden Satz werde ich später zurück- 
kommen (21.). 

20. Fällt in (18.) der Punkt M in einen der Durchschnittspunkte der 
Kegelschnitte $S, S 
zwei Tangenten , t, und folglich auch die zwei Kegelschnitte &, X’. Dann 


2 


‚ so fallen die zwei Tangenten f, f, zusammen. ebenso die 


fallen aber auch auf © die Tangenten T, T’ zusammen. welche dieser Keeel- 
schnitt mit I und >’ gemein hat, und ebenso auf © die Tangenten T,. T). 
welche © mit & und >’ gemein hat. Der Punkt «x also auf MN, in welchem 
sich die Tangenten T, T', T,, T, schneiden, liegt sowohl auf © als auf & 
und ist mithin ein Durchschniltspunkt von © und ©. Ein Durchschnittspunkt 
u also von & und © und ein Durchschnittispunkt M von S und S' liegen 
in gerader Linie mit N, und die an den Punkten «, M an diese Kegelschnitte 
gezogenen Tangenten berühren >. Die von N an S und S’ gezogenen Tan- 
genten können aber auf drei verschiedene Weisen paarweise zusammenge- 
fasst werden. Ist o, 0’ dass dritte Kegelschnittpaar, welches diese Tangenten 
berührt. so können wir in dem Vorigen ©. © durch o, 0’ ersetzen. Ein 
Durchschnittspunkt von o und 0’ liegt also auf derselben Geraden MN. Also: 

Sind T, T,. T', T, eier durch einen Punkt N gehende Gerade, so 
liegen die Durchschnittspunkte jedes der drei Paare von Wegelschnitten 8, S'. 
&,&, 0,0’, welche einem Dreiecke ABO eingeschrieben sind und diese Ge- 
raden paarweise berühren, auf denselben vier durch N gehenden Geraden L, L/. 
L", L". Auf jeder dieser Geraden liegen nämlich drei Durchschnittspunkte. 
den drei verschiedenen Kegelschnittpaaren angehörig, und die sechs Tangenten 
der Kegelschnitte in den drei, auf derselben Geraden L liegenden Durchschnitts- 
punkten berühren einen und denselben dem Dreieck AbÜ eingeschriebenen 
Kegelschnitt > (und sind auf demselben in Involution). S. auch (22.). 

21. Geht eine der Geraden T durch eine Ecke € des Dreiecks ABC, 
so zerlällt je ein Kegelschnitt von den drei Paaren 8,S', &,.&, 0,0 in 
zwei Punkte, nämlich den Punkt C und denjenigen Punkt auf AB, in welchem 
die andere Gerade T', welche der Kegelschnitt berührt, sie schneidet. Dann 
seht der Satz in folgenden über: 


Y Sy vr 
. k .„ı 


Sind T, T', T” drei durch einen Punkt N gehende Gerade; 8 
drei einem Dreieck ABC eingeschriebene Kegelschnilte, welche je zwei dieser 
Geraden berühren, nämlich nach der Reihe T’,T"; T’,T; T,T’, und man 
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zieht von einer Ecke C des Dreiecks Gerade nach den Punkten d, d', d", 
in welchen die Geraden T, T', T" die gegenüberliegende Seite AB treffen. 
so liegen die Durchschnittspunkte von S mit Cd, von S’ mit Cd’ und von 
S’ mit Cd” auf zwei durch N gehenden Geraden L, 1. 

Der Kegelschnitt > berührt in diesem Falle die Geraden Cd, Cd’, Cd". 
Er zerfällt also in den Punkt C und einen Punkt » auf AB. Also: Die Tan- 
senten der drei Kegelschnitte S, S’, S’ in den Durchschnittspunkten, welche 
auf derselben Geraden L(L’) liegen, schneiden sich in einem Punkt »(r') der 
Seite AB. 

Betrachtet man nur zwei der drei Kegelschnitte, so lässt sich der 
Satz in anderer Form aussprechen: 








Sind S, S’ zwei einem Vierseit ABF@G eingeschriebene Kegelschnitte, 
und man zieht von irgend einem Punkt N einer Seite die andern Tangenten 
von S, S’, welche eine zweite Seite AB resp. in d und d' treffen, und ist 
O0 der Durchschnittspunkt der dritten und vierten Seite des Vierseits, so liegen 
die Durchschnittspunkte «,? von Cd’ mit S und die Durchschnittspunkte «', > 
von Cd mit S’ paarweise auf zwei durch N gehenden Geraden L, L', und die 
Tangenten von S und S’ an den auf derselben Geraden L(L') liegenden Punkten 
schneiden sich in einem Punkt n\n’) der Seite AB. (Fig. 4). 

Der umgekehrte Satz ergiebt sich ummittelbar aus (19. Zus.) und lautet: 
Zieht man von einem Punkt n auf einer Seite AB des Vierseits Tangenten 
an S und S', durch die Berührungspunkte & auf S und «' auf S’ Gerade nach 
dem Durchschnittspunkt C zweier andern Seiten und von den Punkten d', d, 
wo diese Geraden die Seite AB treffen, Tangenten resp. an S’ und S, so 
schneiden sich diese Tangenten in einem Punkt N der vierten Seite des Vierseits 
zugleich mit der Geraden «a. —- Nach dem erstern Salze ersieht man aber. 
dass dann auch die zweiten Durchschnittspunkte 9, P', welche Cd’ mit S und 
Cd mit 5 bilden, in einer Geraden mit dem Punkt N liegen, und dass die 
Tangenten in diesen Punkten 9, 7 sich in einem Punkt n' auf AB schneiden. 

Jedem Punkt N auf einer Seite des Vierseits entsprechen mithin zwei 
Punkte », »' auf der andern Seite, während jedem Punkt » nur ein Punkt N 
entspricht. Die Punktepaare z, rn’, welche den Punkten N der ersten Seite 
entsprechen, sind also in Involution. Fällt N in den Durchschnittspunkt mit 
AC oder BC, so fallen » und »’ resp. in A oder B zusammen. A und B 


sind also die Doppelpunkte der Involution, und » und m’ liegen harmonisch zu 
den Punkten A, B. 
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Zusatz 1. Aus diesen Sätzen ergeben sich spezielle Fälle, wenn X 
oder » in den Berührungspunkt eines der Kegelschnitte fällt: andere. wenn 
N oder » in den Dürchschnittspunkt E von AB und F@ fällt. Rückt der 
Punkt N auf FG nach E, so werden die Punkte d, d’ die Berührungspunkte 
von S und S’ auf AB; rückt aber ein Punkt » auf FG nach E, so fallen die 
Punkte @, @ mil diesen Berührungspunkten zusammen. Also: 

Sind S, 5’ dem Vierseit ABFG@G eingeschrieben: d, d’ ihre Berührunes- 
punkte auf einer Seite AB; C und E die Durchschnitllspunkte der Gegenseiten. 
so liegen die Durchschnittspunkie «, 9, «', ? von Cd’ mit S und von Cd mil 
S’ paarweise in gerader Linie mit &, und die Tangenten in diesen Punkte- 
paaren, welche mit E in einer Geraden lieeen. schneiden sich auf AB in zwei 
zu A und D harmonischen Punkten », »’; sind ferner z, y’ die Punkte. in 
welehen Cd das S, und Cd’ das S’ zum zweiten Male trifft. und d, 0’ die 
Durehschniltspunkte von Cd und Cd wit FG, so schneiden sich die von d’ an 
S und von d an 5’ gezogenen Tangenten ebenfalls auf AB in einem Punkt vr. 
der in gerader Linie liegt mit y und z', und die Tangenten in y und y 
schneiden sich auf FG in einem Punkt e, der zu K& harmonisch lieet in Bezue 
auf F, G. (Fig. 5.) 

Zusatz 2. Fallen die beiden Seiten AU, BC zusammen, so dass sich 
die beiden Kevelschnitte in ÜC berühren. so trilt keine wesentliche Modifieation 
obiger Sälze ein. Fallen aber die beiden Geraden AB und FG zusammen. 
so dass E Berührungspunkt von $ und S’ wird, so fallen auch die beiden 
Geraden Cd, Cd’ zusammen und es folgt: 

Berühren sich S und S’ in E und ist AB Tangente im Berührungs- 


rg\ 


punkt. CA und Cb die zwei andern gemeinsamen Tangenien von S und SS’. 


und man zieht durch C irgend eine Gerade. welche S in den Punkten eo, P. 
S’ in den Punkten «’, 5’ schneidet, so schneiden sich die Tangenten in @, @, 9. 7 
paarweise auf AB in Punkten z, »’, welche zu A und B harmonisch liegen. 
22. Fällt in dem Satze (20.) der Punkt N in einen Durchsehnilts- 
punkt der Kegelschnitte S, S’, so fallen die Tangenten T, T, und ebenso die 
Tangenten T’, T, zusammen und mithin auch die Kegelschnitte ©, ©, und 


— 
wm 


drei ihrer Durchschnittspunkte fallen mit den Berührungspunkten von © aul 


den Dreiecksseiten zusammen. Hieraus folet: 

Sind S, S’ zwei einem Dreieck eingeschriebene Kegelschnitte; T, T 
ihre Tangenten in einem ihrer Durchschnittspunkte N, und ist © der einge- 
schriebene Kegelschnitt, der T und T' berührt, so liegen die Berührungspunkte 
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von © mit den Dreiecksseiten auf den von N ausgehenden gemeinsamen Sehnen 
von S und S'. 


Aus diesem Satze ersieht man, dass in dem Salze (20.) in jedem der 
drei Kegelschnittpaare 8,S’, ©. 5, 0, 0’ die drei gemeinsamen Sehnen. 
welche von dem auf derselben Geraden Z liegenden Durchschnittspunkt aus- 
gehen, durch die ‚Berührungspunkte des Kegelschnitts I auf den Seiten des 
Dreiecks gehen. Dre sechs gemeinsamen Sehnen jedes dieser Kegelschniltpaar: 
gehen also durch dieselben sechs Punkte auf den Seiten des Dreiecks ABU. 


In jedem dieser sechs Punkte berühren zwei der vier Kegelschnitte I, welche 
zu den vier Geraden L, L’, L’, L’ gehören. 

23. Die Sätze (17.— 22.) lassen sich anwenden auf Kegelschnitte mii 
einem gemeinsamen Brennpunkt. Nimmt man in dem allgemeinen Satze (17. 
für CA, CD die nach den unendlich entfernten Kreispunkten gehenden Geraden. 


a m . 


so wird C der gemeinsame Brennpunkt sämmtlicher Kegelschnitte; S, S', I, > 


u 3 


on 
ee 


r 
zZ 


berühren ausserdem die Gerade AB. Der Satz sagt sodann aus. dass 
die zweiten gemeinsamen Tangenten jedes der Kegelschnitte I, I’ mit jedem 
der Keeelschnitte ©, © und die zwei gemeinsamen Tansenlen von s. s’ einen 
Kegelschnitt berühren, welcher denselben Brennpunkt € hat. 

Wenn man in demselben Satze (17.) S und S’ in Punktepaare A, A’ und 
DB, b’ zerfallen lässt, wo A, 5’ beliebige Punkte auf BC, AU resp. sind, so 
kann man für I den kegelschnitt nehmen, der die von diesen Punkten A’, PB 
an s gezogenen Tangenten berührt, und für © den Kegelschnitt, welcher die 
von denselben Punkten an s’ gezogenen Tangenten berührt, während I’ und 
5 


5 in die Punktepaare A, BD zerliallen. Dann erhält man den speciellen Salz. 


dass, wenn zwei Vierecke drei Ecken gemein haben, und in jedes ein Kegel- 


schnillpaar s, I und s', © eingeschrieben ist, die gemeinsamen Tangenten von 


s und s und die von FI und © einen andern Kegelschnitt 5 berühren. Hieraus 
kann man folgern: 

Die gemeinsamen Tangenten zweier Kegelschnilte s, s’, welche einen 
Brennpunkt gemein haben, und die zwei gemeinsamen Tangenten zweier zu 
diesen confocalen Kegelschnitte >, © berühren einen Kegelschniit # mit dem- 
selben Brennpunkt. 

Da, wenn zwei Kegelschnille einen Brennpunkt gemein haben, sich ihre 
vemeinsamen Tangenten auf der Geraden schneiden, welche die zwei andern 
Brennpunkte verbindet, so folgt, dass der zweite Brennpunkt von o auf der 
Geraden liegt, welche die zweiten Brennpunkte von s und s’ verbindet. Als 
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specieller Fall ergiebt sich aus dem vorigen Satze: Haben zwei Keoelschnilte 
s. s einen gemeinsamen Brennpunkt €, so berühren die vom zweiten Brenn- 
punkt jedes dieser Kegelschnitte an den andern Kegelschnitt gezogenen Tan- 
senten einen Kegelschnitt mit demselben Brennpunkt €. 

Andere einfache Sätze über zwei Kegselschnitte mit einem gemeinsamen 
Brennpunkt ergeben sich aus (21.). wenn man daselbst C als gemeinsamen 
Brennpunkt der zwei Kegelschnitte S und 8° betrachtet. Nur ist hiebei zu 
bemerken. dass die Geraden Or. Un’, welche harmonisch sind zu den nach 
den unendlich entfernten Kreispunkten laufenden Geraden CA, CB, auf ein- 
ander senkrecht stehen. Dasselbe eilt von den Geraden Ce, CE in dem 
Zus. 1. Hierin ist der Salz enthalten, dass die Tangenten an den Endpunkten 
einer Focalsehne iroeend eine andere Tangente des Keeelschnilts in zwei Punkten 
n,. n schneiden, welche vom Brennpunkt unter einem rechten Winkel gesehen 
werden. Beispielsweise führe ich den speciellen Satz an. der sich aus dem 
dortigen Zus. 1. für zwei confocale Parabeln ergiebt. wenn man von den Be- 
rührungspunkten auf der unendlich entfernten Geraden ausgeht: 

Seien S, S° die zwei Parabeln. EC ihr gemeinsamer Brennpunkt. Die 
Punkte. in welchen die Axe von 5 das 5’ schneidet. und die Punkte. in 
welchen die Axe von S’ das 5 schneidet, liegen paarweise auf Parallelen 
zur gemeinsamen Tangente von S und 5’, und die Tangenten an den zwei 
auf derselben Parallele liegenden Punkten sind parallel (die Richtungen der 
parallelen Tangentenpaare aber senkrecht zu einander): und sind d, d’ die 
Punkte, in welchen die Axen von S und 5° die gemeinsame Tangente treffen. 
so sind die von d an S’ und von Ö’ an 5 gezogenen Tangenten parallel zu 
der Geraden. welche die Scheitel der zwei Parabeln verbinde!l, und die Tan- 
eenten an diesen Scheiteln schneiden sich auf der gemeinsamen Tangente in 
dem Punkte. wo das vom Brennpunkt auf dieselbe gelällte Loth sie triilt. 

Ebenso schliesst man aus (22.): Haben die drei Kegelschnilte 8, SS, 
einen gemeinsamen Brennpunkt und eine gemeinsame Tangente AB, und be- 
rührt & die an S und S’ an einem ihrer Durchschnittspunkte. N, gezogenen 
Taneenten. so berührt & die gemeinsame Tangente AB in dem Punkte. wo 
die gemeinsame Sehne von S und S’ sie schneidet. — Also insbesondere: 
Die Axe derjenigen Parabel, welche mit zwei confocalen Parabeln S, 5° den- 
selben Brennpunkt hat und die an S und S’ in einem ihrer Durchschnitts- 
punkte gezogenen Tangenten berührt. ist parallel zu der Durchschnittssehne 


der zwei Parabeln S, S". 


40 * 
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24. Der zu (17.) reciproke Satz lautet: Sind S, S’ zwei einem Dreieel; 
IBC umschriebene Kegelschnitte; s, s' zwei Kegelschnitte, welche durch zwei 
Ecken A, BD desselben gehen; I, 2’ zwei umschriebene Kegelschnitte, welche 
durch die Durchschnittspunkte a, b, a‘, b' von s mit S und S’, paarweise ge- 
nommen, gehen; ©, © zwei umschriebene Kegelschnitte, welche durch die 
Durchschnittspunkte o, P, «', P' von s’' mit S und S’, paarweise genommen, 
gehen, so liegen die vierten Durchschnittspunkte von jedem der Kegelschnitte 
>, I’ mit jedem der Kegelschnitte ©, © auf einem Kegelschnitt, der durch 
die vier Durchschnittspunkte von s und s’ geht. 

25. Treten an die Stelle der beiden Kegelschnitte s, s’ zwei Gerade 
M, N, so ändert sich der vorige Satz dahin ab, dass die vierten Durchschnitts- 
punkte von jedem der Kegelschnitte Z, >" mit jedem der Kegelschnitte ©, & 
auf einer Geraden L liegen, welche durch den Durchschnittspunkt von M und 
\V geht. 

Die zwei Kegelschnitte S, 5’ können zusammenfallen. dann berühren 


N und X’ die Gerade NM: © und © 


’ 


die Gerade N in den Punkten, wo diese 
(reraden den umschriebenen Kegelschnitt S schneiden. 

26. Ist in dem vorigen Salze die Gerade M gemeinsame Tangente 
von S und S’, so erhält man den zu (20.) reciproken Satz, nämlich: 

Sind o, ?, «', ? vier Punkte auf einer Geraden N und S,S', ©, ©. 
o,0 drei Paare von Kegelschnitten, welche einem Dreieck ABU umschrieben 
sind und dureh diese Punkte, paarweise genommen, gehen, so treffen die ge- 
meinsamen Tangenten von jedem dieser Kegelschnittpaare die Gerade N in 
denselben vier Punkten m, m’, m, m; und die sechs Berührungspunkte der 
sich in demselben Punkt m schneidenden drei Tangenten liegen auf einem dem 
Dreieck ABU umschriebenen Kegelschnitt Z (und sind folglich auf diesem in 
Involution). S. hiezu (28.). 

Ist insbesondere N die unendlich entfernte Gerade, so folgt: Sind 8, S'. 
S. ©, 0,0 drei Paare einem Dreieck umschriebener Hyperbeln, deren 
\symptolen parallel sind zu vier gegebenen Geraden, paarweise genommen. 
so haben die gemeinsamen Tangenten jedes dieser Paare dieselben Richtungen. 
und die sechs Berührungspunkte der drei Tangenten, welche dieselbe Richtung 
haben, liegen auf einem dem Dreieck umschriebenen Kegelschnitt I. 

27. Liegt einer der Punkte «, ?, «', ?' auf der Dreiecksseite AB, so 
zerfällt ein S, ein & und ein o in eben diese Seite und eine durch © gehende 


(Gerade. In gleicher Weise zerfällt I; denn drei der sechs Berührungspunkte. 
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durch welche > geht, liegen auf AB. Zieht man von den drei übrie blei- 


benden Kegelschnitten nur zwei in Betracht. so ergiebt sich folgender Satz. 
reciprok zu (21.): 

Sind A, B,C, D die vier Durchschnittspunkte zweier Kegelschnitte S, S'. 
und zieht man durch einen derselben, D, eine beliebige Gerade N, welche S 
in o, S’ in a trifft; zieht sodann Co, Co’, welche die gemeinsame Sehne Ab 
in m und m' treffen, so schneiden sich die von m an S’ und von m’ an S ge- 
zogenen Tangenten zu zweien auf der Geraden N, und die Berührungspunkte 
der zwei sich auf N schneidenden Tangentenpaare liegen auf zwei Geraden 
n, n, welche durch Ü gehen und AB harmonisch theilen. (Fig. 6. 

Der umgekehrte Satz gilt ebenfalls. nämlich: Zieht man durch einen 
Durchschnittspunkt € eine Gerade » und in den Punkten. wo sie S und 8’ 
schneidet, Tangenten u. s. w. 

Zusatz. Lässt man in diesen Sätzen zuerst N, dann » mit der Sehne 
CD zusammenfallen, so folgt: Sind m, m’ die Punkte. in welchen die Tangenten 
von S und 5’ an einem ihrer Durchschnittspunkle, ©, eine gemeinsame Sehne 
AB treifen, so schneiden sich die von m an S’ und von m’ an S gezogenen 
Tangenten zu zweien auf der andern gemeinsamen Sehne CD, und ihre Berüh- 
rungspunkte liegen auf zwei Geraden », »', welche durch © gehen und AB 
harmonisch Itheilen; ferner: die Punkte «, «', in welchen S von m D und 5 
von mD geschnitten wird, liegen in einer durch © gehenden Geraden v: aul 
dieser Geraden schneiden sich die zweiten von m’ an $’ und von m an 8 
gezogenen Tangenten, und die Berührungspunkie y,. y dieser Tangenten liegen 
auf einer durch D gehenden Geraden, welche zu DA, DB, DC die vierte 
harmonische ist. (Fig. 7.) 

28. Fallen in (26.) «, 5 zusammen und ebenso «, 5’, d. h. berühr! 
die Gerade N die Kegelschnitte S, S’ in « und «', so fallen auch & und & 
zusammen, und drei der gemeinsamen Tangenten von © und © gehen in die 
Tangenten von © in den Ecken des Dreiecks ABU über. Also: 

Sind S, S’ zwei dem Dreieck ABU umschriebene Kegelschnitte, welche 
eine Gerade N berühren, und ist © der umschriebene Kegelschnitt, welcher 
durch die Berührungspunkte oe, @' geht, so gehen die Tangenten von © in den 
Ecken A, B, C durch die Punkte n, n', n'. in welchen die Gerade N von 
den drei andern gemeinsamen Tangenten von S und 5 geschnitten wird. 


Ist insbesondere N die unendlich entfernte Gerade. so folet: Sind einem 


Dreieck zwei Parabeln umschrieben und diejenige Hyperbel, deren Asymptolen 
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parallel sind zu den Axen der Parabeln, so sind die Tangenten der Hyperbel 
an den Ecken des Dreiecks parallel den drei gemeinsamen Tangenten der 
zwei Parabeln. 

Aus dem ersten dieser Sätze ergiebt sich, dass in dem Satze (26.) für 
jedes der Kegelschniltpaare S,S', S, 5, 0,0 die drei Durchschnittspunkte 
der durch denselben Punkt m gehenden gemeinsamen Tangente mit den andern 
semeinsamen Tangenten auf den drei Tangenten des Kegelschnilis I in den 


Keken A. B, C liegen. Also: Die sechs Durchschnittspunkte der gemeinsamen 


Tangenten von jedem der drei Kegelschnitipaare S,S’, 5,&%. 0, 0’ liegen 
auf denselben sechs durch die Ecken des Dreiecks ABC gehenden Geraden. 


Jede dieser sechs Geraden ist Tangente zu zweien der vier Keeelschnitte I 


Z 


welche zu den vier Punkten m, m’, m", m’" gehören. — 

29. Die Sätze (24.— 28.) geben entsprechende Sätze über Systeme 
von Kreisen oder ähnlichen und ähnlich liegenden Kegelschnitten überhaupt. 
So giebt (24.): Sind s, s' zwei beliebige Kreise. S und S’ zwei Kreise, welche 
durch einen Punkt C gehen: I, > Kreise. welche durch C und je einen 
Durchschnitispunkt von s mit S und von s mit S’ gehen; ©, © Kreise. welche 
durch € und je einen Durchschnittspunkt von s’ mit S und von s’ mit 5’ gehen. 


so liegen die zweiten Durchsehnittspunkte von jedem der Kreise I, I’ mil 


— —_—u 


’ 


jedem der Kreise ©, 5 auf einem und demselben Kreis o, der mit s und s’ 
dieselbe Radikalaxe hat. (Fig. 8.) 

Gehen die Kreise s und s zugleich in Gerade über, so verwandelt sich auch 
der Kreis o in eine Gerade, welche durch den Durchschnitt von s und s’ geht. — 

Ebenso folgt aus (26.): Gehen drei Paare von Kreisen S, S’, ©, ©. 

durch einen Punkt C und zugleich durch vier Punkte einer Geraden N (die 
Punkte auf verschiedene Art paarweise zusammengenommen), so schneiden die 
zwei gemeinsamen Tangenten jedes Paars die Gerade N in denselben zwei 
Punkien m, m’, und die sechs Berührungspunkte der drei durch denselben Punkt 
nm) gehenden Tangenten liegen auf einem durch © gehenden Kreis F(!"'): 
und aus (28.): die zwei Kreise I, >’ haben in Ü eine gemeinsame Tangente; 
auf dieser Tangente schneiden sich die zwei gemeinsamen Tangenten von jedem 
der drei Kreispaare. (Fig. 9.) 

30. In dem Satze (24.) kann der Fall eintreten, dass die vier Durch- 
schniltspunkte der Kegelschnitte I, Y’ mit den Kegelschnitten ©, ©, welche 
auf einem durch die Durchschnittspunkte von s, s’ gehenden Kegelschnitt liegen. 
in einen Punkt zusammenfallen. Dieser Fall tritt ein, wenn die Kegelschnitte 
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S, S° zusammenfallen, und zugleich S durch die vierten Durchschniltspunkte 
zweier dem Dreieck ABC umschriebener Kevelschnittipaare geht. welche s und 
s' zugleich berühren. 

Ebenso schneiden sich in dem Satze 25.) die Kes»elsehnitte I. X. 
S. © in einem vierten gemeinsamen Punkte, wenn S und S’ zusammenfallen. 
und S durch die vierten Durchschnittspunkte zweier dem Dreieck ABC um- 
schriebener Kegelschnittpaare geht. welche die Geraden HM, N zugleich berühren. 

Dies ergiebt sich aus Folgendem. Ist S ein dem Dreieck umschriebener 
Kegelschnilt, m irgend ein Punkt auf demselben. V, V, das dem Dreieck um- 
schriebene Kegelschnittpaar, welches durch den Punkt m geht und eine ve- 
gebene Gerade MH berührt, und V derjenige umschriebene Kegelschnitt, welcher 
S im Punkte m harmonisch schneidet in Bezug auf V, V,. so geht dieser 
Kegelschnitt V durch einen festen Punkt P, welches auch der Punkt m auf 8 
sein mag. Es entsprechen nämlich die Kegelschnitte S, V zweien conjugirten 
Punkten o, © eines dem Dreieck eingeschriebenen Kegelschnitts «u, dessen 
Pollinie M ist, und der Punkt P entspricht der Polaren von o in Bezug aul 
ı. Den Punkten, in welchen diese Polare + schneidet. entsprechen die zwei 
dem Dreieck umschriebenen Keeelschnitte I, >’, welche M in den Punkten 
berühren, in welchen der Kegelschnitt S diese Gerade schneidet. Diese beiden 
Kegelschnitte I, 2°’ gehen mithin, wie V. durch den Punkt P. 

Ist nun noch eine zweite Gerade N geeeben,. und sind V, V,. I. 
die vier dem Dreieck umschriebenen Kegelschnilte, welche M und N zugleich 
berühren; m, wie vorhin, der vierte Durchschnittspunkt von V, Y,. m der 
von V, und V;. und geht S durch m und m’, so ist der Punkt P der vierle 
Durchschnittspunkt von V mit dem umschriebenen Kegelschnitt V’, der S in 
m' harmonisch schneidet in Bezug auf das Kegelschnittpaar F,, V,. In diesem 
Punkte P schneiden sich aber sowohl die zwei Kegelschnitte I, I’, als auch 
die zwei Kegelschnitte S, ©. welche dem Dreieck umschrieben sind und die 
Gerade N in den Punkten berühren, in welchen dieselbe von S geschnitten wird. 

Treten an die Stelle der Geraden M, N zwei Kegelschnitte s, s’, welche 
durch zwei Ecken des Dreiecks gehen, so ändert sich an dem vorigen Be- 
weise nichts, als dass statt des eingeschriebenen Kegelschnitts « ein Kegel- 
schnitt zu setzen ist, der zwei Seiten des Dreiecks berührt. 

31. Nehmen wir den letztern allgemeinern Fall an, und legen wir durch 


den Punkt ? und je einen der Punkte m, m’ umischriebene Kegelschnilte 


wa 


<V‚ 


V. V’, so bilden dieselben mit den zwei Paaren I, X’ und ©. ©& einen 
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involutorischen Büschel (13.5.). Jeder andere dem Dreieck umschriebene 
Kerelschnitt wird also (6.) von diesen sechs Kegelschnitten in Punkten ge- 
schnitten. welche auf ihm in Involulion sind. mithin auch der Kegelschnitt 8 
selbst: d.h. das Punktepaar m, m und die Punktepaare, in welchen S die Kegel- 
schnitte s und s’ schneidet, sind auf S in Involution. Folglich (14,2) liegen 
die Punkte x, m’ auf einem Kegelschnitt, der durch die Durchschnittspunkte 
von s und s’ geht. Also: Sind s, s zwei Kegelschnitte; A, B zwei Durch- 
schnittspunkte derselben, so können durch A, B und einen beliebigen dritten 
Pınkt U vier Kegelschnitte gelegt werden, welche s und s’ zugleich berühren. 
Der vierte Durchschnittspunkt zweier derselben und der vierte Durchschnitts- 
punkt der zwei andern liegen auf einem Kegelschnitt, der durch die eier Durch- 
schnitispunkte von s und s' geht. 

So giebt es vier Kreise, welche durch einen Punkt CE gehen und zwei 
vegehene Kreise s, s' berühren. Der zweite (reelle) Durchschnittspunkt des 
einen Kreispaars und der des andern Paars liegen auf einem Kreise. welcher 
mit s und s’ dieselbe Radikalaxe hat. 

32. Berühren die vier Kegelschnilte nicht die zwei Kegelschnitte s, s', 
sondern zwei Gerade M#, N, so folgt aus dem Umstande, dass das Punktepaar 
m, m auf S in Involution ist mit den Punktepaaren. in welchen S von M und 
\ geschnitten wird, dass die Gerade mm’ durch den Durchschnittspunkt von 
Y und N geht. Also geht in diesem Falle der vorige Satz in folgenden über: 

Die sechs Durchschnittspunkte der vier Kegelschnitte, welche einem 
Dreieck umschrieben zwei Gerade M, N zugleich berühren, liegen paarweise auf 
(Geraden, welche durch den Durenschnittspunkt der zwei Geraden M, N gehen. 

Zusatz. Die vier Parabeln, welche einem Dreieck umschrieben eine 
gegebene Gerade berühren, haben ihre Durchschnittspunkte paarweise aul 
(reraden. welche zur gegebenen Geraden parallel sind. 

33. Sind. wie soeben. V, V, und F;,, V, zwei dem Dreieck ABC 
umschriebene Kegelschniltpaare. weiche die zwei Geraden M, N berühren, m 
und »» ihre vierten Durchschnittspunkte und P irgend ein Punkt, so bilden die 
umschriebenen Kegelschnitte, welche durch die Punktepaare P, m und P, m 
schen. mit den Kegelschnitipaaren. welche dem Viereck ABCP umschrieben 
die Gerade H und die Gerade N resp. berühren, einen involutorischen Büschel. 
Ist nun / der Durchschnittspunkt von M und N, und fällt P mit /! zusammen, 
so fallen die zwei letziern Kegelschnittpaare in je einen Kegelschnitt zu- 
sammen. nämlich denjenigen Kegelschnitt. welcher M in / berührt, und den- 
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jenigen, welcher N in / berührt. Diese zwei Kegelschnitte schneiden sich 
also in Z harmonisch mit den Kegelschnitten. welche durch die Punktepaare /, m 
und /, m gehen. Sind also und « die Tangenten dieser zwei letztern 
Kegelschnitte im Punkte /, so sind « und ı harmonisch zu den Geraden 
M und N. 

Zieht man nun von m Gerade durch dieEcken A. B. C des Dreiecks 
ABC, welche die gegenüberliegenden Seiten in den Punkten a, b, e trellen. 
so ist (Fig. 10) das Dreieck abe in Bezug auf beide Kegelschnitte I, V, con- 
jugirl. Der Durchschnittspunkt / von M und N liegt auf einer Seite dieses 
Dreiecks. Sei ac diese Seite, so ist, da b der Pol der Geraden ael ist in 
Bezug auf alle dem Viereck ABCm umschriebenen Kegelschnitte, b/ die Tan- 
oente des Kegelschnitts ABCm! im Punkte /, d.h. bl ist die Gerade «, und 
da acl zu bl, M und N die vierte harmonische ist. so ist ae! die Gerade «'. 
Macht man also von m’ aus dieselbe Construction, wie vorhin von m aus. und 
ireten dabei die Punkte «a, b’, ec an die Stelle von a, b, e, so verlauschen 
die Geraden #, « nur ihre Rollen, nämlich die Punkte «', e’ fallen auf «. 
und b’ auf «'. 

Sind also m, m’ die vierten Durchschnittspunkte zweier Kegelschnitt- 
paare V, F, und F,. };, welche dem Dreieck ABC umschrieben sind und zwei 
Gerade M, N berühren, und man zieht von ihnen Gerade durch die Ecken 
des Dreiecks. so liegen die sechs Punkte, in welchen diese Geraden die 
gegenüberliegenden Seiten des Dreiecks schneiden, zu dreien auf zwei Geraden 
u, 1, welche durch den Durchschnitispunkt / von M und N gehen. Diese 
Geraden liegen harmonisch zu M und N und sind Tangenten der umschriebenen 
Kegelschnitte, welche resp. durch die Punktepaare m, / und m‘, ! gehen. 

Man könnte den Salz auch so aussprechen: In den zwei Vierecken 
ABOm und ABCOm' liegen die Durchschnittspunkte der Gegenseiten und der der 
Diagonalen auf denselben zwei durch | gehenden Geraden u, ww. 

Ist einer der Punkte m, m’ gegeben, so is! hiedurch der andere auch 
bestimmt und leicht zu construiren. 

34. Die zu (31.— 33.) receiproken Sätze lauten: 

Sind s und s' zwei MWegelschnitte, welche zwei Seiten eines Dreiecks 
ABC berühren, so giebt es vier Kegelschnitte, welche dem Dreieck eingeschrieben 
s und s' zugleich berühren. Die vierte gemeinsame Tangente zweier derselben 
und die vierte gemeinsame Tangente der beiden andern berühren einen Kegel- 


schnitt, der dem um s und s' beschriebenen Vierseit eingeschrieben ist. 
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An die Stelle der Kegelschnitte s. s’ können beliebige Punkte 7, \ 
treten. dann wird der Satz: 

Es giebt vier einem Dreieck ABC eingeschriebene Kegelschnitte, welche 
durch zwei Punkte M, N gehen. Die vierte gemeinsame Tangente zweier der- 
selben und die der zwei andern schneiden sich auf der Geraden MN. 

39. Ist T die vierte gemeinsame Tangente eines Paares, T’ die des an- 
dern Paares, so gehen die sechs Diagonalen der zwei Vierseite, welche T und 
T’ mit den Dreiecksseiten bilden, zu dreien durch zwei Punkte u, w auf MN, 
welche harmonisch zu den Punkten M, N liegen. Durch jeden dieser Punkte «, ı' 
sehen nämlich zwei Diagonalen des einen Vierseits und eine des andern Vierseils. 
Diese Punkte sind zugleich die Berührungspunkte der zwei Kegelschnilte, welche 
diesen Vierseiten eingeschrieben sind und die Gerade MN berühren. 

36. Liegen die Punkte M, N im Unendlichen, so werden die vier 
eingeschriebenen Kegelschnilte ähnliche und ähnlich liegende Hyperbeln. Es 
erhellt übrigens. dass der Salz auch noch Gültigkeit haben muss. wenn MH und 
\ conjugirt imaginäre Punkte sind und nur die Gerade HN reell ist. Daher 
giebt derselbe für ähnliche Kegelschnitte überhaupt: 

Sind vier ähnliche und ähnlich liegende Kegelschnitte (2. B. Kreise) 
einem Dreieck eingeschrieben, so ist die vierte gemeinsame Tangente zweier 
derselben der vierten gemeinsamen Tangente der zwei andern parallel. 

Und: Die sechs Geraden, welche von den Ecken des Dreiecks nach den 
Durchschnittspunkten dieser parallelen Tangenten auf den gegenüberliegenden 
Seiten gehen, sind zu dreien parallel und haben die Richtungen von zwei con- 
jngirten Durchmessern der Kegelschnitte. 

Wie in (34.) die Punkte M, N, so können wir in (32.) und (39.) die 
(reraden H, N als conjugirt imaginär annehmen, in welchem Falle ihr Durch- 
schnittspunkt / reell bleibt. Sind dann M und N Gerade, welche nach den 
unendlich entfernten Kreispunkten gehen. so erhalten wir folgenden Satz, der 
als der reeiproke des vorigen Satzes von den eingeschriebenen Kreisen zu 
heirachten ist: 

Es giebt vier Kegelschnilte, welche einem Dreieck umschrieben einen 
serebenen Brennpunkt gemein haben. Der vierte Durchschnittspunkt zweier 
derselben und der der zwei andern liegen auf einer durch den gemeinsamen 


Brennpunkt gehenden Geraden. 


München. Juli 1867. 
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Kın Determinaniensatz. 


(Von Herrn ©. Hesse zu München.) 


Die Determinante A: 


1 e \ A aan > + aa) „ee, Ad, 


ist eine lineare Function einer beliebigen Verlicalreihe und eine lineare Funeltion 
einer beliebigen Horizontalreihe ihrer Elemente; sie ist in Rücksicht auf beide 
Elementenreihen, die wir als Variable betrachten wollen. von der zweiten 


Ordnung, wie sich dieses in der Entwicklung der Determinante A zeigt: 











Au 4 . 04  d°A 
A=-—a+ 3 —— ala = ——al— 3 -— — ala}. 
oa? zZ oa, 04, 


ca? P  „,) ocatoa* 
p x p 


Wenn wir nun BD definiren durch die Gleichung: 
oA 


dar’ 
y 


2) B= 


so lässt sich die Determinante A durch B und die variabeln Elemente so aus- 


drücken: 
‚oB 
A = Bal—- 2 -——-ala,. 


»l oa* 
Z 





Um dem rechten Theile dieser Gleichung eine andere Form zu geben. 
definiren wir das Product P aus zwei in Rücksicht auf die variabeln Elemente 
linearen Factoren wie folgt: 


öB OB ; 
‚Q\ alt h q, y' a 4 
9) Fa daß 9 Zar > 





indem wir unter « und /, wie vorhin unter p und g, irgend welche, selbst 
gleiche, Zahlen verstehen aus der Reihe 0, 1....n. 


Man hat also: 
‚OB BB ,, 
in q 
ll. - daf dat ce 





Es ist nun ein bekannter Determinantensatz : 
oB OB OB OB JE °B 


en :77.7:7 a Bahr dal 


4” 





da? da’ au daß dal 








320 


Hesse, ein Determinantensatz. 


Multipieirt man diese Gleichung mit a?a/ und addirt die Summe der 
Gleichungen, rücksichtlich < und 4 genommen, zu der vorhergehenden, so er- 
hält man: 





oB „. oB o’B 
P-—- 32 —- aa = —-B 7 
aß zu dal er. RE dar da! da’ a,.,. 


) ) .. oB 
Addirt man endlich diese Gleichung zu der mit —— multiplieirten 


od 


Gleichung, welche die letzte Entwicklung der Determinante A darstellte, so 
erhält man: 


IB 7” 
Sp +P = BSG -BZ 2 ai} 


car x). 0aP da* ar 
a, «£ ” 


(4.) 








eine Gleichung, welche auf Grund der Definition (1.), (2.), (3.) besteht. 

Diese Determinantengleichung scheint mir wichtig besonders wegen der 
Folgerungen, die sich daraus ziehen lassen. Denn wenn B verschwindet, so 
hat man 


a oB 
9.) A = —P. 
| dat 
Es beweiset dieses den Satz: 
(6.) Wenn eine Determinante A= I +ta,aı...a; gegeben ist, deren 


r . oA . m . . . 

Unterdeterminante —_, verschwindet, so zerfällt die gegebene Determinante in 
p 

zwei Factoren von der Form: 


A= (kal+khalt +4) (Ka, ta, + +4'Q,). 


Um zu specialisiren, wollen wir annehmen, das p=q=n und « = 





3 = (n—1) seien. Alsdann wird B=!IF+a)a,...a‘_,. und die ausführlich hin- 
oeschriebene Gleichung (5.) ist: 





oB \ oB oB 
' ) dar-ı ) . 0 + —— dar-ı 4 at +. m a, 
\ ? ar! ' 
>= a ir 
Fr ER ca’ | d, + — - oa T- ++ Haare 


Man wird bemerken, dass jeder der beiden Factoren des rechten Theiles 
der Gleichung sich wieder als eine Determinante darstellen lässt. 


Nimmi man ferner an, dass B eine symmetrische Determinante sei, dass 

.. . .. . n . . 2 r . . oB oB 

nämlich sämmtliche Elemente in ihr a&=aj; seien, so ist auch da Im 
” 


In diesem Falle werden die Coefficienten in dem einen Factor den correspon- 





direnden Coefficienten des anderen Factors gleich 
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Nimmt man endlich an, dass die Determinante A eine symmetrische 
sei. worauf hin auch die Determinante B symmetrisch sein wird. so wird der 
rechte Theil der Gleichung (7.) ein Quadrat, und man hat zu (6.) den Zusatz: 


() I 


8.) Wenn eine Determinante A= > +a,a,...a symmetrisch ist, und 


wenn die Unterdeterminante B= I +a)al...a‘_ı verschwindet, so ist die De- 


terminante A das Quadrat einer linearen homogenen Function der n Variabeln 


n n—1 m 


=... 
Ich will nicht unterlassen, auf ein Paradoxon aufmerksam zu machen. 
welches sich mir bei Prüfung der dargelegten Determinantensätze aufdrängte. 
Wenn ich weiter keine Voraussetzungen mache, als dass in der Deter- 
Ä 


minante A sei a =0, und das B= I +a,a,...a'-,. so ist die Entwickelung 


der Determinante: 


‚ oB n / 
ie . Oaf On; 





. 7 r . oB 4 Iy 27 P} . 
und die » Unterdeterminanten von B, welche als Coefficienten in der 
oa* ) 


Entwickelung auftreten, sind eben so willkürlich als die »’ Elemente, aus 
welchen die Determinante B besteht. Ich kann daher eine jede Summe von 
' a oB ) 
der angegebenen Form, welche Werthe auch die Coefficienten —— haben, im 
; ( 

Allgemeinen als eine Determinante A darstellen. 

Wenn ich nun. um von der Gleichung (7.) Gebrauch zu machen, die 
unter der Voraussetzung B= 0 besteht, bemerke, dass: 
öB öB öB 


dar? 


n—1 


Br! = + 


or l 
oa, ca, 











so sehe ich, dass es nur der einzigen Bedingung bedarf: 





-, öB OB DB ur 
St ar Zr’ res 
da) da! dar-! 

nn 


um die angegebene Summe in zwei Factoren zu zerlegen, wozu doch be- 


kanntlich mehrere Bedingungen erforderlich sind. 


*) Den Satz (8.) findet man von Herrn Weierstrass bewiesen in dem Monatsberichte 
der Königl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 4. März 1858, p. 211. Denn seine 
von einem Factor abgelöste Function $,—= Busf(Su)ag®«®z, welche er als das Quadrat 
einer linearen Function darstellt, ist, wenn man «= ®,, «!=®,... a" ‚= ®,-ı 
und a" —=( setzt ‘ade die symmetrische Determinante A, deren Unterdeterminante 

"= ( setzt, gerade die symmetrische Determinante A, deren Unterdeterminante 
B= f(s„) verschwindet. 
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Um dieses Paradoxon aufzuklären. sage ich mir, dass die bezeichnete 
Summe sich immer als eine Determinante darstellen lässt, ausgenommen in dem 


' u P BE nie 24 ’ ' 
Falle. wenn die Coefficienten Zr m ihr der einzigen Bedingungsgleichung 
a) 


öB OB oB 


a 
ca) ca, car, 


>; 


— 0 


vsenügen. In diesem Falle giebt es keinen Determinantenausdruck für die 
Summe. Sie lässt sich aber wieder als eine Determinante darstellen. wenn 
noch andere Bedingungen hinzulreten, auf Grund deren sie in zwei Factoren 
von der angegebenen Form zerfällt. 
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Beweis. dass jede Covariante und Invariante einer 
binären Form eine ganze Funetion mit numerischen 
Coefficienten einer endlichen Anzahl solcher 
Formen ıst. 


(Von Herrn Gordan in (riessen.) 


In 146s'en Bande der Philosophical Transactions pag. 101 hat Herr 


} 


Cayley sich mit der Frage beschäftigt. ob alle aus einer binären Form en! 
stehenden Covarianten und Invarianten als ganze Functionen einer begrenzten 
Anzahl von Formen mit numerischen Coefficienten darstellbar seien: er ha! 
vezeiet. dass bei Formen zweiten. dritten und vierten Grades sich alles in 
der verlangten Weise ausdrücken lässt. Im Folsenden gebe ich für binäre 
Formen »t°® Grades ein endliches System von Covarianten und Invarianten an. 
von denen ich zeige. dass und wie alle aus der Form abgeleitete Formen sich 
als ganze rationale Functionen derselben mit numerischen Coefficienten dar- 
stellen lassen. Dieses für den allgemeinen Fall gegebene System ist immer 
zu gross und lässt sich in jedem besonderen Falle redueiren: für Formen 
fünften und sechsten Grades habe ich auch diese Reduction ausgeführt und ein 
möglichst kleines System von Grundformen geliefert. Bezeichnet man durch 
f eine gegebene binäre Form »*" Grades. dann werde ich im Folgenden ein 
System von Formen 3 aufstellen, welche die folgenden beiden Eigenschalten 
besitzen: 
l. Die Anzahl der 9 ist endlich. 
Il. Jede Covariante und Invariante J von f, oder wie ich mich kurz 
ausdrücken will. jede Form J von f ist eine ganze Function der 
Formen 9 mit numerischen Coefficienten. 
Ich werde eine ganze Function mit numerischen Coeffieienten durch F be- 
zeichnen, so dass ich zu zeigen habe, wie jede Form in der Gestalt J=F 


darstellbar ist. Dabei setze ich immer voraus. dass für Formen der niederen 


Ordnungen solche Systeme aufgestellt seien. 
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$. 1. 


Entstehung symbolischer Formen. 








Bezeichnet man die gegebene Form f symbolisch durch 





(+ %2)” =(b,. +2)... =a, = bi, 
so hat Herr Clebsch im 59°!" Bande dieses Journals bewiesen, dass jede aus 
f entstehende Form eine lineare Function mit numerischen Coefficienten von 


„symbolischen Produeten“: 


P = a“bf...(ab)" (ac)... 
ist. in denen das Symbol (ab) die Determinante 
ab) = ab,— ba; 
bedeutet. 
Die Summe der Exponenten von a,, b,,... nenne ich den Grad von 


P. ihren Grad in den Coefficienten oder, was dasselbe ist. die Anzahl der 
Buchstaben a, b, e, .... die in P vorkommen, die Ordnung von P. 

Ich stelle mir vorerst die Frage, in welcher Weise man die Formen P 
aus Formen niederer Ordnung 9 entstehen lassen kann. Zu dem Ende lasse 
ich in P den (symbolischen) Factor a“ weg und ersetze dann den Buchstaben 
a der Art durch ©, dass a, in x,. a, in —a, übergeht, mithin (ba). \ca). ... 
in Di» Cs»... Die Form, die ich in dieser Weise erhalte, will ich durch 
+ bezeichnen. Umgekehrt erzeuge ich Paus 9 dadurch, dass ich eine Anzahl 
Male etwa % Male die Symbole b,, e.,... durch (ba). (ca). ... ersetze und das 
Resultat mit a7" multiplieire. Ich werde dieses Verfahren so bezeichnen: „Die 
Form P entsteht aus der Form 9 durch Anwendung der k*® Combination mit f.* 

Durch Anwendung der Oter Combination von 9 mit f entsteht das Pro- 
duet f9. Alle symbolischen Producte P_ von der m‘" Ordnung entstehen aus 
symbolischen Producten von der (m—1)!® Ordnung durch Combination mit f. 

Es sei y irgend eine Covariante von f, welcher ich, wenn ihr Grad ıı 
ist. stets die Form seben will: 

= (9a +9 m)" =. 

Eirsetze ich in einem symbolischen Producte 9 dann z Male x in der 
oben beschriebenen Weise durch das Symbol p und multiplieire ich danach 
mit X“, so erhalte ich eine Form $, von der ich sage: „Die Form b ent- 
steht aus 3 mittelst der z'" Combination mit g.“ In diesem symbolischen 
Producte & kommt ausser den in # vorkommenden Symbolen noch das Symbol 


y vor, sie ist eine lineare homogene Function der Coefficienten von y, oder 


wie ich sagen will: „Die Form P enthält das Symbol g linear.“ 
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Enthält eine Form 9 ein Symbol g, so enthalten es alle aus 9 ent- 
stehenden Formen (symbolische Producte). — 

Im Folgenden werde ich insbesondere das bekannte Verfahren benutzen. 
welches dazu dient, aus zwei bekannten Covarianlen von f, etwa g und yr, 
die ich symbolisch durch YX und X bezeichne, die einfachsten neuen Cova- 
rianten und Invarianien zu bilden, nämlich die Formen: 

Go)" = 9.1, 


u—l| 


(y) = prIw'(pw), 


(pl? = per (gw), 


Von diesen Formen will ich sagen, ‚‚sie seien durch die Ot, 1te, 21°, 
Uebereinanderschiebung von y und ı entstanden. Ich werde in den folgenden 
Paragraphen nachweisen, dass alle Formen von f lineare Functionen mit nu- 
merischen Coefficienten von Formen sind, die mittelst wiederholter Ueberein- 


anderschiebung aus f entstehen. 


S. 2. 


Beweis, dass alle Covarianten und Invarianten durch wiederholte Uebereinander- 
schiebungen entstehen. 


Es sei % irgend ein symbolisches Produet: 
1.) = 9#=abirtst...(ab)(ar)(cs)..., 
das irgend welche Symbole enthält, sei es die Symbole a, b, ce, aus denen 
sich die Coeffieienten von f zusammenselzen, sei es die Symbole r, s..., aus 
denen sich die Coefflicienten der entsprechenden Covarianten r, s... zusammen- 
setzen lassen. Dann kann ich aus 9 eine Form # dadurch bilden, dass ich 
im symbolischen Ausdrucke (].) irgend x der Factoren a,. b,..., "x, 8x... durch 
a,,b,...r,, s, ersetze; diese Form 6 enthält dann zwei Reihen von Ver- 
änderlichen x,. x; und Y,, %- Die Differenz: 0— 97797 verschwindet zu- 
gleich mit der Determinante: y,%>—x,Y., die ich durch (yx) bezeichnen will, 
hat also diese Determinante als Factor. Nennt man den andern Factor ®,. 


so erhält man die Indentität: 
(I1°.) " — un " + (yx)®, 
Die Form 9, ist eine Form vom (z—1)te Grade in den Veränder- 


lichen y, vom (u—xz-—1)t®® Grade in den Veränderlichen x; setzt man in 6.: 
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Yı=%. = 2%. so erhält man eine Form 9, = 4" vom (u—2)ten Grade, 


welche dieselben symbolischen Buchstaben wie 9 enthält. Die Differenz: 





9, — 1971 verschwindet zugleich mit der Determinante (yx), enthält sie 


x y 


daher als Factor. so dass man setzen kann: 
11°.) Ö, . gyu—x—1 F+(ye)O,, 


ı 
x Y 


wo 6, vom (z— 2)! Grade in den y, vom (u—x—2)!®® Grade in den « ist. 
Für y=x gehe nun 6, in die Form 9, — 7 über, u.s. w. Man kann 
sich dann eine Reihe von Gleichungen wie die Formeln (1I°.) und (1°.) bilden. 
sie seien: 

6, Pa TI +lye)6, 


6, = 3 a 3.9 +(ye)6 “ 
= 9 it 9 ’+(yx)0 


99 





Die darin auftretenden Formen 9, 9,, 9, .... haben die Grade “u, u—2. 
u —4, u—6.... Durch Combination unserer Beraeh erhält man die Gleichung: 
III. ) u BON MI + 3 gi yr)-+ 79 x— (yx) TFT gr) X) em 


die darin auftretenden Formen 9,, 9, 9, a dieselben Symbole, wie. 
Ersetzt man in 6 die Veränderlichen y der Art durch das Symbol 
einer Covariante 9=Y“, dass y, in g, 9, in —, übergeht, mithin a,, b,,.... 
in (ap). (by) .... und multiplieirt man dann mit gX°*, so erhält man eine 
Form &, die aus 9 durch die <!* Combination mit g entsteht. Wendet man 
dasselbe Verfahren auch auf die übrigen Glieder der Formel (III.) an, so 


ergiebt sich die Indentität: 
EIN IT HTTP)" 
oder in anderer Schreibweise: 
IV) = (Ir HI pH App °.. 


Die verschiedenen Glieder dieser Formel enthalten sämmtlich dieselben Buch- 
staben. 


Hieran knüpfen sich folgende später zu verwerthende Bemerkungen. 
Enthält eine Form & das Symbol 9 und den Factor g%", so kann 











Gordan, Beweis eines Satzes aus der Invariantentheorie. 327 


man sie in die Form bringen: 
ch — br (pp), 

worin die 3 Formen bedeuten, welche alle symbolischen Buchstaben von & 
ausser g enthalten. — 

Bezeichne ich eine Form, die eines der Symbole: y,. %. ... enthält. 

1 5) N S » » N N nn . > Bee u " n ® x 
oder eine Summe solcher Formen durch: P,=p‘, so ist jede das Symbol 
p enthaltende Form ebenfalls eine Form Ye — Ist 9 ein Product von Co- 
varianten: F=m,m,m;.... und ist der Grad s von m, gleich oder grösser als z. 
so existirt eine Identität der Form: 

VL.) 9p" = (mp mm + (Hy). 
Ist dieser Grad s jedoch kleiner als z (das selbstverständlich kleiner oder 
gleich v ist). so giebt es eine Relation der Form: 
(VI) (9p” = (mg). mm;...) "+ Iyp)" +. 
Hat 9 die Form: 
9 en (pw)” en Y e 4 un)”, 
und ist =. irgend eine Covariante von f, dann existirt eine Relation der Form: 
BER 4, RE Äy/, Ze ee Auf ayın vr —_ (9, \hıt Aa (9 „„\hth—l_/ \4 —? 

RT RR TT. 
Die in derselben auftretenden Formen 3 enthalten nur die Symbole y und y 
und haben die Grade: u+r—2z, u+vr—2z2—2, u+v—2z—4,...: sie sind 
daher: 


( > \7-+ 
= c(yy), 


so dass man hat: 


vın | y mr RE yurgz” hy (px)” (wx ia 
Eis ((pw)*, array), Kr tl ie 2 


worin die ce numerische Constanten bedeuten. — 

Ersetzt man in Gleichung (1V.) die Form y durch f, so erhält man die 
Gleichung: 

X) EN HANHERN Te 

worin & eine Form bedeutet, die aus der Form 9 durch die z'* Combinaltion 
mit f entseht. Ist 9 ein symbolisches Product (m —1)'“ Ordnung, so ist & 
ein symbolisches Product der m“ Ordnung. Man sieht aus dieser Formel, 
dass alle symbolischen Producte m’ Ordnung und daher auch alle Formen 
dieser Ordnung lineare Functionen mit numerischen Coefficienten von Formen 
sind, die mittelst Uebereinanderschiebung von Formen (m—1)'” Ordnung mit f 


gebildet sind. 


42 * 
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Die Formen zweiter Ordnung sind daher lineare Combinationen von 
Formen S;, die durch Uebereinanderschiebung von f mit sich selbst gebildet 
sind. Die Formen dritter Ordnung sind lineare Combinationen von Formen S,. 
die mittelst Uebereinanderschiebung von den Formen $S;, mit f gebildet sind u. s. w.. 
so dass die Richtigkeit des am Ende des $. 1 behaupteten Satzes erhellt: 
Jede Form von f ist eine lineare Function mit numerischen Coefficienten von 
Formen, die durch wiederholte Uebereinanderschiebung aus f entstanden sind. 


$. 3. 


Bildung der Formen durch Uebereinanderschiebung. 


Ich gehe nun dazu über, die durch Uebereinanderschiebung entstehenden 
Formen zu bilden, und beginne mit den Formen zweiter Ordnung; dieselben 
ordne ich folgendermassen: (ff), (ff)» (ff)» --- (ff)" und bezeichne sie in 
dieser lteihenfolge durch: k,,, Aa, ka, 

Die Formen dritter Ordnung ordne ich in ähnlicher Weise: 

(kauf) haf) (af) uf) 

kuf! Auf! Auf! (auf) 

Auf) af (auf) Chu) 

(Ar,f)' (ha: f})’ (kyf) (kaf)' 
und bezeichne sie in dieser Reihenfolge durch &;,, Az, Ay, ...; in derselben 
Ordnung bilde ich Formen vierter, fünfter, sechster, ... Ordnung. Die in 





dieser Anordnung vor einer Form %,, stehenden Formen will ich ihre früheren 

Formen nennen und alle diejenigen Formen k weglassen, welche lineare Com- 

binalionen mit numerischen Coefficienten früherer Formen k sind. Die übrig 

bleibenden Formen bezeichne ich in der obigen Reihenfolge durch T, sie haben 
folgende Eigenschaften: 

I. Es existirt zwischen ihnen keine lineare Relation mit numerischen 
Goeflicienten. 

Il. Jede Covariante und Invariante J von f kann (aber nur auf eine 

Weise) in die Form gebracht werden: 
X) J= eTteoRr+oT:;..., 

worin die ce numerisch sind. In dieser Formel werde ich die Glieder so 

ordnen, dass T;, eine frühere Form als T,, T, eine frühere Form als T,,... ist. 

Es seien (Tf)’ und (T’f)* zwei Formen T von derselben Ordnung; ist 

dann z>z, so ist (Tf)” eine frühere Form als (Tf)*; das Nämliche findet 

statt, wenn z’ = ist und T’ eine frühere Form als T ist. 
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Ist eine Form P keine Form T, so ist die Form (Pf)* ebenfalls keine 
Form T‘, und umgekehrt: ist eine Form (Pf)* eine Form T, so ist es auch 
die Form P. 

Nach $.2. kann jede Form &, welche das Symbol y und den Factor 
gi” enthält, in der folgenden Weise dargestellt werden: 

bb = 3,(9,,9) 

irseizt man hierin nach Formel X.) die Formen 9 durch ihre Ausdrücke 
in den T, so erhält man für 2& einen Ausdruck der Form: P=>,c,T,.y,- 
worin die c numerisch sind. 

Hat &b den Factor a”, so ist es eine lineare Function der Form 
b=>e(T, f)”, wobei die e numerisch sind und s __V ist. — 

Die Formen T zweiter Ordnung von f sind, da (ff)* für ein ungrades 
z verschwindet, die Formen: 

(ff); (ff); ( ff}. 
oder in symbolischer Form: 
Fe u ul A u 

Ist die Zahl » durch 4 theilbar, dann ist die Form «a**b'"(ab ‘" vom Grade r, sonst 
giebt es keine Form zweiter Ordnung vom Grade rn. — Diejenigen Formen 
zweiter Ordnung, deren Grad kleiner oder gleich » ist, will ich nun durch: 7,- 
42» YZ33 Zas » - - bezeichnen und diese Formen so anordnen, dass der Grad von 
7. grösser ist als der Grad von %,, dass der Grad von %, grösser ist als der 
Grad von z,. und so fort. Im Falle, wo » durch 4 theilbar ist, hat dann 7, 
den Grad x, 7, den Grad r—4 .... endlich /;,., den Grad O0; in dem Falle. 
wo » nicht durch 4 theilbar ist, ist der Grad einer jeden Form % kleiner als ». 

Jede eines der Symbole 4 enthaltende Form sowie jede Summe solcher 
Formen werde ich von jetzt an durch P, bezeichnen. — 

Ist p irgend eine Form und z— In. so ist die Form: 

P=a "bp (ab) (ap) (bp)’ 
eine lineare Function mit numerischen Coefficienten von den Formen: 
Kup), K>P)”, 

Denn da die Form P aus der Form (ff)*= a" b"* ab)” mittelst der (r+s)'“" Com- 


bination mit g entsteht, so existirt eine Gleichung der Form (s. $.2. F. (VII): 


> 


VW Bi (£ffP\: r+s | \ x+1 r+s—1l ı „ x+?2 +s—? 

AL) P= (My Hteatlfr,y} ta. Y5 ..,-. 
wo die ce numerisch sind; da nun die Formen (ff)**‘(da z— !n) entweder 
den Werth Null haben oder Formen % sind, so ist die Behauptung erwiesen, 
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$. 4. 
Eigenschaften der Formen T. 

Jedes symbolische Product P, dessen Grad grösser als » ist. und welches 

die Factoren hat: 
erstens: Das symbolische Product b,e,d.e..... 
zweitens: 5b, wobei r > In ist, 

sowie jedes Aggregat solcher Formen nenne ich eine Form W: 

X.) W = Wi = b\.chd“...(be)(bd) (cd)... = b.c"d“e=...S. 

Die Formen T der zweiten Ordnung sind dann entweder Formen W 
oder Formen %. — — 

Setzt man ($. 3. Formel (X.)): 

(XI.) W=cT,+cT,+c,T,;.... 
so ist die Form (T,f)* entweder keine Form T oder eine lineare Function 
(mit numerischen Coefficienten) von früheren Formen T und Formen W. 
Beweis. 

Bezeichne ich eine solche lineare Function früherer Formen als (T,f ’ 
durch Q,, O3» O3, ...., allgemein Q, so will ich nachweisen, dass (T, f)” unter 
der Voraussetzung, dass es eine Form T ist, auch eine Form O+MW ist. Aus 
der Formel (AIll.) ergiebt sich die Identität: 

(Wi = AlHfVY + (Tfr Hs (uf)... 
welche, da die Formen (T,f)*, (T,f)*. (T,f)* frühere Formen als (T,f)” sind. 
mithin ihre Summe eine Form Q ist, in der folgenden Weise geschrieben wer- 
den kann: 
XIV) (Wir = allf) +0. 

Ich unterscheide nun drei Fälle, je nachdem: 

erstens: “ >u-—r, 

zweitens: u—-r—_x>n-r, 

drittens: z_n-r, 
und will in den ersten beiden Fällen zeigen, dass (T,f)” keine Form T ist. 
im letzten, dass (T,f)* eine Form O+MW ist. 

Erster Fall: 


ZTDU—rT. 


Die Form 


R = ab" (ba)*""—" (ca)“(da)®...S 


entsteht aus W durch die z* Combination mit f, mithin existirt eine Identität 
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der Form ($. 3): 
(WIY—-R = b,(Tf)"+b(T"fy..., 
in welcher die Glieder der rechten Seite sämmtlich frühere Formen als (T,f 
sind. Man kann daher setzen: 
(Wf\’—-R = ®, 

und hat dann nach Formel (XIV.): 

R+0, = «a (T,f”-+O.:: 
Die Form AR hat nun den Factor bX* = bt, ist also nach $.3 ein 
Aggregat von Formen (Tf)"+*-“"; da hier n+2—- u—s<z ist. so sind alle 
diese Formen frühere Formen als (T,f)‘, ihre Summe A ist daher eine Form 
(), etwa (;. so dass 

+0, = 6 (Tf’+P: 
ist. und mithin (T,f)* keine Form T ist. 


Zweiter Fall: 
u—-r > >n-—r. 


Hier untersuche ich die Form: 
R = ar ”b(ca)" (da)”...S; 

sie entsteht aus W durch die <'* Combination mit f. Die Differenz (Wf\—R 
ist (nach $. 3) daher eine Form Q, etwa (Q,, so dass nach Formel (XIV. 

a(Tıf’+Q—-R = 0. 
ist. Die Form A hat nun aber den Factor 5b’, sie ist daher ein Aggregal 
von Formen (Tf)”"”"*, also, dan. V. »—r <Zz ist, eine Form (Q, etwa ®;. 
so dass wieder (T,f)’ eine Summe von Formen (, also keine Form T ist. 

Dritter Fall: 
> n—r, also (da r>!n), 2<Cr. 
Die Form 
R = ab * (ba) c“d“=...S 

entsteht aus W durch die z'* Combination mit f; die Differenz (Wf)’—R ist 
eine Form Q, etwa Q,, so dass (Formel (XIV.)) 

«(hf = R+Qı+P: 
ist. Die Form R ist nun aber eine Form W, etwa W’, da ihr Grad 

n— x +r— 2x +u—r=en+u—R%2z Znt+u—r2(n—r) =u+?r—n>u>n 
ist, und sie die Factoren besitzt: 
a,b,c.d,... und a“ (wobei n-z—r> In). 

Man sieht daher, dass (T,f)* in die Form W+0 gebracht werden kann, und 


hat also den Satz: 
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Ist eine Form T durch Formen W und frühere Formen darstellbar, so 
hat jede Form (Tf,*, welche eine Form T ist, ebenfalls diese Eigenschaft. 

Hieran knüpft sich weiter der Satz: 

Jede Form T, welche keins der Symbole x enthält, ist durch eine Form 
W und frühere Formen ausdrückbar. 

Ferner: 

Jede Form T ist eine lineare Function mit numerischen Coeffieienten von 
Formen W und Formen, die eines der Symbole z,. 4%, ... enthalten; es ist: 


E04 > 
T= W+P,, 
oder was dasselbe ist (vgl. Formel (X.)): 
Jede Form J von f kann in die Form gebracht werden: 


XV.) J= W+P,. 


$. 5. 


System der Formen %. 


Ich werde jetzt dazu übergehen, ein vollständig bestimmtes endliches 
System von Covarianten und Invarianten der Form f aufzustellen, durch wel- 
ches sich alle zu f gehörigen Formen T ausdrücken lassen. Und zwar soll 
zuerst die Bildung des Systems angegeben werden; sodann soll bewiesen wer- 
den. dass das erhaltene System aus einer endlichen Anzahl von Formen be- 
steht und endlich, dass alle Formen von f sich durch die Formen des Systems 
darstellen lassen. Das aufzustellende System ist übrigens nicht das kleinste, 
welches denkbar ist, vielmehr sind viele Formen des Systems noch als ganze 
unclionen anderer darstellbar, aber für die vorliegende Betrachtung genügt es 
nachzuweisen, dass überhaupt ein endliches System solcher Formen existirt. — 


Es sei die Form: 
—1 n—JI 


f=a, =b, 
eine beliebige Form des (n—1)'“" Grades; man kann dann aus jedem symbo- 
lischen Producte, das die Symbole a’, b’, ... enthält, ein analoges Product 
für die Form f dadurch herleiten, dass man erst die oberen Indices weglässt 
und dann mit dem Producte a,b,e,... multiplieirt. Umgekehrt kann man aus 
jedem den Factor a,b,e.... enthaltenden, symbolischen Producte von f ein 
symbolisches Product für die Form f’ dadurch ableiten, dass man erstens diesen 
Factor weglässt und dann den Buchstaben a, b, c obere Indices anfügt. 
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Nenne ich nun die Formen V des zu f’ gehörigen als bekannt voraus- 

vesetzten Systems: 

it er 
so entsprechen diesen Formen in obiger Weise Covarianten von f. welche 
ich durch 

As Ars Ass 
bezeichnen und specielle Formen von f nennen will. Da nach Annahme die 
Anzahl der A’ endlich ist. so ist es auch die Anzahl der A: da ferner jede 
Covariante und Invariante der Form f eine ganze Function mit numerischen 
Coefficienten der Formen A’ ist, so ist auch jede den Factor a,b.e.... ent- 
haltende Form von f eine ganze Function mit numerischen Coeffieienten der A. 
Hieraus folet unmittelbar: 

Die Formen WW sind Funelionen F(A). und jede Covariante und In- 
variante J von f kann (nach $.4 Formel (XV.)) in die Form gebracht werden: 
XAVL) J= F(A)+P,. 

Ich theile die Formen V, welche ich zu bilden im Begriff bin, ein in 
specielle Formen A und in Formen, welche den Formen z,, %. %;, -. ; ad- 
jungirt sind. Hierbei nenne ich diejenigen Formen V der Form 7, adjungirt. 
welche das Symbol y, enthalten, aber keines der Symbole y,.,. %.>- 

Die Formen V will ich so anordnen. dass: 

erstens: f und die speciellen Formen, 

zweitens: %, und die z, adjungirten Formen. 

drittens: 7, und die % adjungirten Formen 
und so fort kommen. Die bei dieser Anordnung vor der Form 7, stehenden 
Formen nenne ich die vorstehenden Formen von %, und bezeichne sie durch 
9. — Die 7, adjungirten Formen theile ich in folgende Classen: 

I. eigentlich adjungirte Formen erster Art, 

II. eigentlich adjungirte Formen zweiter Art. 

Ill. Formen der ersten Gruppe von %,. 

IV. uneigentlich adjungirte Formen: 
doch der Art, dass, wie oben bemerkt wurde, ein und dieselbe Form in meh- 
reren Classen erscheinen darf. — Jetzt will ich jede dieser Formengattungen 
für sich erklären. 


I. Eigentlich adjungirte Formen erster Art. 


Hierbei sind zwei Fälle zu unterscheiden: 
Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heft 4. 43 
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Erster Fall. Der Grad von 7; ist n. 

Dieser Fall tritt nur bei der Form z, ein. und bei dieser Form auch 
nur dann, wenn die Zahl » durch 4 theilbar ist: ich nenne dann alle speciellen 
Formen und alle Formen zweiter Ordnung im System der Form z,., als 
Formen von f angesehen, %, eigentlich adjungirte Formen erster Art; ihre 
Anzahl ist endlich. 

Zweiter Fall. Der Grad von z; ist kleiner als x. 

In diesem Falle nenne ich alle Formen V des Systems der Form 7,. 
als Formen von f angesehen, %, eigentlich adjungirte Formen erster Art. Ihr: 
Anzahl ist endlich, man kann durch sie alle Covarianten und Invarianten von 
y, darstellen als ganze Funclionen mit numerischen Coeffieienten. 


I. Eigentlich adjungirte Formen zweiter Art. 

Um zu denselben zu gelangen. gehe ich von den Formen erster Ar 
und ihren Producten aus, ich will sie durch bezeichnen. Ist dann o eine 
z; vorstehende Form. so bilde ich die Formen (606)* Diejenigen unter den- 
selben. für welche 6 ein Produet ist, das einen Factor (resp. ein Produe! 
mehrerer Factoren) von höherem Grade als z, enthält, lasse ich hierbei weg: 


die übrigbleibenden nenne ich x, eigentlich adjungirte Formen zweiter Art. 


Ill. Formen der ersten Gruppe von y.. 
Diejenigen z, eigentlich adjungirten Formen. deren Grad kleiner ist als 
der Grad von 4, bezeichne ich durch Z., %a» - - ., allgemein %,, und nenne 
sie Formen der ersten Gruppe von 7.. 


IV. Uneigentlich adjungirte Formen. 

Die z, adjungirten Formen V, welche eines der Symbole 4... /»- 
enthalten, nenne ich z, uneigentlich adjungirt. — Diejenigen unter ihnen, welche 
das Symbol z,, enthalten, aber keines der Symbole %,,41, Zirı2, - , . nenne 
ich z,, adjungirt. Es kann vorkommen, dass dieselbe Form V zu gleicher 
Zeit x, eigentlich und uneigentlich adjungirt ist, dann rechne ich sie doppelt. — 

Was nun die Anordnung der zu %, adjungirten Formen betrifft. so 
mache ich darüber folgende Festsetzung: 

erstens: die y, eigentlich adjungirten Formen, deren Grad grösser 
oder gleich dem Grad von z, ist: ich nenne sie F(7,). 

zweitens: 7, und die 4, adjungirten Formen, 

drittens: x. und die %, adjungirten Formen, 
und so fort. 
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Die y,, vorstehenden Formen sind dann: 

erstens: die z, vorstehenden Formen. 

zweitens: y, und die F(z,). 

drittens: Zus Zee -- Zr und die denselben adjungirten Formen. 
Alle x, adjungirten Formen enthalten das Symbol z,,. aber keines der Svm- 
bole Yırzız Zirtee > == Ziris Zuge ss »  Jeh theile sie in derselben Weise ein. 
wie die 7, adjungirten Formen; ihre Formen der ersten Gruppe bezeichne ich 
durch %;,1s Ziras - - -„ allgemein %,,,;. und nenne sie Formen der zweiten 
Gruppe von %,. In dieser Weise fahre ich fort und bilde mir von diesen 
Formen der zweiten Gruppe ihre Formen der ersten Gruppe. die ich durch 
Ziraan Aion»  » bezeichne und Formen der dritten Gruppe von %, nenne. 
Ebenso fortlahrend gelange ich nach und nach zu Formen der vierten, fünf- 
ten. ... Gruppe von Formen von stels niederen Graden. Alle diese Co- 
varianten %,,;.. bezeichne ich nun durch ,, w. Ws. .... so dass man also 
jetzt die Formen V in folgende Classen theilen kann: 

erstens: f und die Formen A, 

zweitens: w, und die w, eigenllich adjungirten Formen, 

drittens: nr und die , eigentlich adjungirten Formen. 
und so weiter. Hierbei sind alle diejenigen Formen V zu w, eigentlich ad- 
jungirt, weiche das Symbol w, enthalten, aber keines der Symbole w,,,. 


Wo. ...3 und die vw, vorstehenden Formen die folgenden: 
erstens: f und die Formen A, 
zweitens: die Formen w,. w,. ... y,_, mit den ihnen eigentlich 

adjungirten Formen. 

Sämmtliche Formen V lassen sich in Bezug auf , folgendermassen eintheilen: 
erstens: die w, vorstehenden Formen, die ich durch @ bezeichne: 
zweitens: die w, eigentlich adjungirten Formen F(w,), deren Grad 

grösser oder gleich dem von w, ist: 


drittens: die Formen der ersten Gruppe von w,; sie gehören 


unter die Formen w,,,, Wuns . +; 
viertens: die eines der Symbole w,.,. Was. - . . enthaltenden 
Formen. 


43 * 
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S. 6. 


Endliehkeit des Systems der 


Nachdem auf diese Weise die Bildung der Formen V und ihre An- 
ordnung festgestellt ist. werde ich beweisen, dass die Zahl derselben eine 





endliche ist. 

Dass die Zahl der speciellen Formen und der einer Form , eigentlich 
adjungirten Formen erster Art endlich ist, folgt von selbst aus dem Umstande. 
dass alle Formen % mit Ausnahme von v, in dem Falle, wo die Zahl » durch 
4 theilbar ist, von niederem als dem x‘ Grade sind. Diese w, eigentlich 
adjungirten Formen erster Art seien C,. ©. C,. ...: es ist dann auch die 
Zahl derjenigen ihrer Producte R, deren Grad kleiner ist als eine gegebene 
‚Zahl p, eine endliche. — Bezeichnei man nämlich die Grade der Formen €, 
0,,.0,.... durch 9. 92» 93»... So hal der Grad « des Productes R die Form: 

e = 9 +%g+:-. falls R= (0%C 

Um nun die Producte R zu erhalten, deren Grad kleiner als p ist. 
muss man für die @ alle ganzzahligen Werthsysteme setzen, die der Un- 
sleichheit genügen: 7,9, +%g-+*"+<Zp. Die Anzahl dieser Werthsysteme 

kleiner als: 


/» 4 
* +1 „= + )( & +). 


3 
also endlich. — 

Hieraus folgt zugleich, dass die Anzahl derjenigen Producte R der 
deren sämmtliche Faktoren einen Grad haben, welcher kleiner ist. als eine 
vegebene Zahl «, endlich bleibt, denn ihr Grad ist kleiner als Zu. — 

Ist ferner o eine Form € oder ein (eben beschriebenes) Product der 

dessen Faktoren kleiner sind als der Grad einer Form o, so ist die An- 
zahl der Formen (00,* endlich. 

Ist also die Anzahl der w, vorstehenden Formen » endlich, so ist es 
auch die Anzahl der w, eigentlich adjungirten Formen zweiter Art (00). mit- 
hin die Anzahl aller w, eigentlich adjungirten Formen sowie die Zahl der 
unter ihnen vorkommenden Formen der ersien Gruppe von w,;; ich nenne die- 
selbe ı,,. Wa» -... Nun sieht man leicht folgenden Satz ein: 


Ist die Anzahl der einer Form vw, vorstehenden Formen o endlich, so 
ist auch die Anzahl aller w, adjungirten Formen (sowohl der eigentlich wie 


der uneigentlich adjungirten) eine endliche. 
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| In der That. ist der Grad von ı, eleich O0. so besitzt , keine ad- 
jungirten Formen: der Satz ist also richtig. Somit kann ich die Annahme 
machen. der Satz sei für alle Formen erwiesen. deren Grad kleiner ist als 
der von w,. Die w, adjuneirtlen Formen sind nun entweder Formen Fiw, 
(vgl. Ende des $.5). oder w,,. oder einer dieser Formen w,,. Wa. W; 


adjungirt. Die Anzahl der Formen F{r,) und w,, ist aber. wie wir oben 


? 


ls 


gesehen haben. endlich: ferner ist, da die Grade der Formen W,,. w,. 
kleiner als der Grad von vr, sind. die Anzahl der einer Form ı",, adjungirlen 
Formen nach Annahme endlich. folglich ist auch die Anzahl der , adjun- 
oirten Formen endlich. 

Dieser Satz gilt auch für die Formen y,. da dieselben unter den 
Formen , vorkommen. Hieraus folgt nun weiler: 

Die Anzahl der einer Form x; vorstehenden Formen ist endlich. 

Die Form f nämlich und die Formen 4 sind die zZ, vorstehenden 
Formen, ihre Anzahl ist endlich. Ich nehme also den Satz für die Formen 
Y1* Z2> Las --- Zi als erwiesen an: da alsdann die Anzahl der z,_, vorstehen- 
den Formen endlich ist. so ist es auch die der z,_, adjungirten Formen. 
mithin sämmtlicher z, vorstehenden Formen. 

Zugleich sieht man, dass die Anzahl der einer Form z, adjungirten 
Formen endlich. ist. 

Die Formen V sind nun entweder specielle Formen A, oder einer 


der Formen %,. /£:. ... adjungirt,. ihre Anzahl ist also endlich. Unter ihnen 
kommen die Formen w,. %,. ... vor: ihre Anzahl ist daher ebenfalls end- 
lich; ich bezeichne sie durch v, so dass die Formen ı,. %,. ... », sämml- 


liche Formen sind. 
Bemerken wir dabei Folgendes: 
Ist erstens o eine der Form w, vorstehende Form V, und ist der 


q 


Grad der Form (ov,)* kleiner als der Grad von ,, dann ist (ow,)” eine der 


Formen W;,15 Was»... Ist hingegen zweilens 0 eine , vorstehende 


Form. und ist der Grad der Form (ow,\ kleiner als der Grad von w,, dann 


ist (ow,” —= OÖ. 


$. 7. 


Reduction einer gewissen Classe von Formen. 


Ehe ich nun zum Beweise übergehe, dass alle Formen von f ganze 


Functionen mit numerischen Coefficienten der Formen V sind, will ich einige 
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hierbei nothwendiee Hülfssätze ableiten: vorzüglich werde ich von einer oe- 
wissen Classe von Formen zeigen, dass sie die verlangte Eigenschaft be- 
sitzen. lch wende mich zunächst zu dem Falle, wo die Zahl » durch 4 theil- 
bar ist. wo es also eine Form: ww, = y, = a! bb!" (ab” — giebt. deren Grad 
» ist. (In allen übrigen Fällen sind die Grade der Formen kleiner als n. 

Nenne ich nun jede eines der Symbole w,, ww, Wyr ... enthaltende 
orm sowie jedes Aggregat solcher Formen eine Form R, so behaupte ich. 
dass die Form K = (wf ”" = a" w."(aw)'" eine Form R sei. 

Beweis. 
Die Formen: 


0, = ar b, ec (ac) (beV”—'(ab"”, 


n 


0; ui ah p? e’" ach be) (abi 


entstehen aus der Form  mittelst der Inten Combination mit f: es existiren 


daher zwei Relationen der Form ($.3 Formel (11.)) 
# ” ln — 
K-0, = Sen, 1", 
l 


. in ER 
K- 0, em Bi + d, y7 - Ä an— ai 
l 


Die rechten Seiten dieser Identitäten sind Formen AR, ich nenne sie R, und 


R,. es ist dann: 
IK=0O,-+R. 
IK=Q+R, 


Um mir eine weitere Relation zu bilden, gehe ich von der Idenlität aus: 


asien 
zn 


x I VER F \ f n— / , \ 
20, = ai!b,ct”' (ac) (be) (ab) "ec (ab) +a, (be)! 


oa b’ ac 2 be In—I ( ab In- I. 


mithin ıst: 


2 \2 /h\im—1 4 


be) (ab ya 


40, = a’. b\. ce" (ac 2 be" — BT (ae)! 
— a,b). "7" (ac)’(be)' (ab) !!a,(be)+c,(ab)|""— a"? (be)?! 
yn- & h) In—i—1ı? „In—1-i/ \In-s—1l/ er \ln—I-hi 
1 bc" "'*(be)‘ (ca) (ab)" "+, 


| 
Das erste Glied der rechten Seite hat den Werth (}»—3)0;; die übrigen 


Hi 


Glieder enthalten den Factor (be/'"*'" und sind also nach $. 3 Formel (X1.) 


Formen R. Wir wollen ihre Summe durch AR, bezeichnen: es ist dann: 
40, = (In —3) 0; +R, 
und nach den Formeln (1.): 


4(K-R) = (In—3)(K—-R,)+R; 
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und daher: 


K er R, .: -R, =, 


in 1 In 1 3 

eine Form R. 
Die Form D = bi": ab?" av)?" entsteht nun aus den beiden Formen: 
K = a"b'* (ab) und vw = ab: (ab :®* durch die !}»' Combinalion mit den 


\ 


Formen f und w, sie genügt also den Relationen: 


D-(K, "= eo (fu, ee fwrt, fi. (8.2 Formel (VIN.)). 
D—- YV, uw) d, (2, W "+8, I: W, a" +d, Ka, W BE ($. 3 Formel (X1. 


worin die e und d numerisch sind. Da die Formen (f, w)”"’'" von niederem 
Grade als w sind. so sind es Formen der ersten Gruppe von ,. gehören 
also zu den Formen w,. ı,...... Hieraus folgt. dass die Glieder der rechten 
DR. in beiden Relationen Formen ft sind; da das Nämliche für die Form 
Kf)” gilt, so ist auch (ww, w)'", das wir symbolisch durch r“ bezeichnen, eine 
Form Rt (sowie jede das Symbol r, enthaltende Form) (vgl. $. 2). 

Hieran knüpfen sich folgende Schlüsse: 

Die Formen zweiter Ordnung im System der Form w, deren Grad 
nicht übersteigt. bezeichne ich durch: r,. r,. r;. ...: sie sind nach 8.5 w 
eigentlich adjungirt. Da der Grad der Formen r,, r,. r,.... kleiner als der 
von ı ist, so gehören sie der ersten Gruppe von , an, gehören also zu den 
Formen Un, %3. %4, .... Man sieht hieraus. dass jede Form, die eines der 
Symbole r,, r;, ... enthält, eine Form A ist: das Nämliche gilt für die das 
Symbol r, enthaltenden Formen. wie oben gezeigt wurde, so dass jede Form. 
die eines der Symbole r enthält, eine Form R ist. 

Dem Satze. dass jede Form J von f (nach $.5 Formel (XVI.)) in die 
Form J=FiA,+FP, gebracht werden kann. entspricht nun im System der 
Form ı» der Satz: 

Jede Covariante und Invariante 9 von vw kann die Form annehmen: 
= F(K)+P,, wobei die K die speciellen Formen von w, also ı eigentlich 
adjungirte Formen erster Art bedeuten. 

P 


also eine Form R. Bezeichnet man endlich die z, = w, eigentlich adjungirten 


ist hier ein Aggregat von Formen. die die Symbole r enthalten. 


r 


Formen und ihre Producte durch H,,. H,. .... so erhält man die Relation: 


XV) 9= ZoH,+R, 


in der die e numerisch sind. — — 
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Ist 9 irgend eine Covariante oder Invariante von w,. 0 eine w, vor- 

stehende Form V, so ist die Form 90)” gleich einem Ausdrucke: 

AV.) 30)” = F(V)+R, 
worin F\V , wieder eine ganze Function der V mit numerischen Coefficienten 
hedentet. 

Um dies zu beweisen, gehe ich von dem Ausdrucke aus (9,0 "= %.n, 
Nach vorigem Salze ist #.0o = N eH,o+oR, was die verlangte Form hat. 
Ich darf daher die Annahme machen, dass der Satz für alle Formen: (90), 
so", (90). ... (90, bewiesen sei. und will ihn vorerst für eine Form 
Ho ” erweisen. worin J/ eine ı, eigentlich adjungirte Form erster Art oder 
ein Produet solcher Formen bedeutet. 

Im ersteren Falle, sowie in dem Falle, wo H ein Product ist, dessen 
acloren von niederem Grade als o sind, ist (Ho) eine ı, eigentlich adjun- 
oirte Form zweiler Art, also eine Form V. Ist hingegen H= y,Y, 3... gleich 
einem Produete von Formen, dessen einer Factor, eiwa g,. einen Grad hat. 
der nieht kleiner ist als der Grad von o, dann findet eine Identität stalt 
($.2 Formel (VI.)): 

(Boy —(mo)'pıp = (He He). 

Die Form 4,0) ist. wie oben gezeigt wurde, falls y, eine Form V oder 
ein Produet o ist, eine Form V; ist hingegen 9, = YıYaY1;:.. ein Product 
von Formen, dessen einer Factor. etwa ,,. einen Grad hat, der nicht kleiner 
als der Grad von o ist. dann ersetze ich in unserer Relation y, durch 4, 
und mache dann dieselben Betrachtungen. Die Glieder auf der rechten Seite 
haben nach Annahme die behauptete Form. mithin kann auch |Ho)* in die Form 
voehracht werden: FIN + R. 

Um nun (90) zu untersuchen, gehe ich von der Formel ‘XVI.) aus. 

welche lantet: = > cH+R. Aus ihr geht die Relation hervor: 

40” = Nece(Ho)”+ (Ro, 
in welcher die Glieder (Ho,* die Form F(V)+R annehmen können und (Ro * 
eine Form AR ist. Somit ist unsere Behauptung bewiesen. Hat also ein sym- 
bolisches Produet > die Eigenschaft, ausser den Symbolen ı, nur eix Symbol 
o zu besitzen, so ist es nach $.2 Formel (IV.) ein Aggregat von Formen 
+0)‘ und kann daher die Form annehmen: 

XIX) 2P=F({N#+R 


Viel einfacher gestaltet sich die Untersuchung für die Formen w,, deren Grad 


kleiner als » ist. In dem Falle. wo die Zahl » durch 4 theilbar ist, sind 
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dies die Formen w,, 3, ...; sonst alle Formen w,. w,. .... Die Formen 
V im System einer solchen Form w, sind, als Formen von f aufgefasst, die 
zu w, eigentlich adjungirten Formen erster Art; ich bezeichne wieder diese 
Formen und ihre Producte durch H, so dass jede Covariante und Invariante 
von w, in die Forın IcH gebracht werden kann, wo die ce numerisch sind. 
Bezeichne ich nun wieder jede Form, die eines der Symbole w,,,. 
w ... enthält, sowie jedes Aggregat solcher Formen durch R und die w, 


/ 
‘+2 9 


vorstehenden Formen durch o, so kann jede Form (90)* in die Form F V)+R 
gebracht werden. Der Beweis kann in derselben Weise wie oben geführt 
werden. Hat also ein symbolisches Product & die Eigenschaft, ausser den 
Symbolen w, nur ein Symbol o zu besitzen, so kann es die Form annehmen: 
(XXX) 2= F(V)+R. 
Für vw, hat jede Form A den Werth Null; es ist dann also: 
XXX) &= F(V). 
Man sieht nun leicht den Satz ein: 
Jede Covariante und Invariante der Form (Vıy,)” kann die Form annehmen: 
(XXI“.) Vy)” = F(V)+R. 
Zum Beweise unterscheide ich drei Fälle (vgl. Ende des $.5): 
erstens: YV enthält nur die Symbole w,. 
Hier hat (Vwr,)* ebenfalls nur die Symbole wy,. ist also eine Covariante oder 
Invariante von v,. hat also, wie oben gezeigt wurde, die Form F(V)+R. 
zweitens: V ist eine Form o oder w, eigentlich adjungirt der 
zweiten Art. 
Es enthält dann (Vw,'* ausser den Symbolen w, nur ein Symbol o, 
hat also nach den Formeln (XIX.) und (XX.) die gesuchte Form. 
drittens: V enthält eines der Symbole w,,,,. Wo». 
In diesem Falle enthält (Vı,)* dieses Symbol ebenfalls, ist also eine 
Form R. 
Für w, geht unser Satz in die Form über: 


(XXl’.) (Vw,” = F(V). 


$. 8. 


3eweis, dass jede Covariante und Invariante von f eine ganze Function F(V)) der 
Formen V mit numerischen Üoeffhicienten sei. 


Der zu beweisende Satz gilt für die Formen erster und zweiter Ord- 
nung; ich kann mithin die Annahme machen, dass er für Formen dritter, 
Journal für Mathematik Bd. LXIX. Heit 4. 44 
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vierter, fünfter, ... (m — 1)" Ordnung gelte, und will ihn dann für die Form 
$ der mt" Ordnung erweisen. Zu dem Ende will ich einige Hülfssätze auf- 
stellen. aus denen leicht das gesuchte Resultat folgen wird. Ist die Form 
H=g,Y;... ein Product von Formen V, und (Hv,)* eine Form mt Ordnung. 


so existirt eine Gleichung der Form: 


XXIL) (Hy = FIN)+R, 
wo A eine Form, die eines der Symbole ,,,, Wa, ... enthält, oder ein 
Aggregat solcher Formen bedeutet. 


Beweis. 
Die Form Hp, = Hw, ist eine Function F(V ), mithin kann ich die 


Annahme machen, der Satz gelte für die Formen: (Hy), (Hy,)’, ... (Hr, 
er gilt dann auch für alle Formen (Iw,), (Yw,)', ... (Iy,”='" von der mt“ 


Ordnung, da in denselben die Formen 9 von niederer als der m‘“" Ordnung 
sind und daher nach unserer früherenAnnalıme ganze Functionen F(V)= Ich 
sind. — Ich unterscheide nun vier Fälle (vgl. Ende des $.5): 
erstens: Der Grad von g, ist grösser oder gleich z. 
Nach $.2 Formel (VI.) gilt hier die Identität: 
(Hy? —(p ww” pP... = Z4,Ww) 
Die Glieder der rechten Seite haben nach PEN die Form F(V)+R: 
die Form (g,w,,* jedoch nach den Formeln (AX1.). 
zweitens: x, ist eine Form o, deren Grad « kleiner als x, also 
auch kleiner ist als der Grad von v,. 
Nach $.2 Formel (VIlI.) ist dann: 
(Hy) — ((pıw;)", p> ER iz = =z(4,W" 
Die Glieder der rechten Seite haben nach Annahme die Form FV)+R; die 
““—/(ow,“ ist von niederem Grade als w,, also eine der Formen 


T/ 


Form (g,w 


% 


Wis Was... der ersten Gruppe von y,, daher ist ((yı WW”, 9,3...) eine 
Form AR und der Satz gültig. 

drittens: 9, ist eine Form der ersten Gruppe von w.. 
Es ist dann y, eine der Formen %,,,, Wa» ..., also (Hw,)* eine Form R. 


viertens: 9, enthält eines der Symbole w,,,. W%;.». 


u 
iu 
S. 


ist dann (Hıy,)* eine Form R. 


\% 


Man erkennt sofort, dass jede Form m*“ Ordnung (Yıy,)”, da sie ein 


Aggregat von Formen (Hw,)* ist, in die Form gebracht werden kann: 
(Hy) = F(V)+R, 
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und also auch jede Form #, die das Symbol w, enthält, der Gleichung genügt: 
AA. $ = FV)+R, 
da sie nach $.2 Formel IV.) eine Summe von Formen (Yıy,)” ist. — 

Da für , kein AR existirt, so sieht man. dass jede das Symbol w, 
enthaltende Form eine Function F(V) ist: dasselbe gilt nach Formel (XXI. 
für die Formen. welche die Symbole w,_,. W,_a» W,_3. ... enthalten. Hier- 
hin gehören auch die Formen P,. Somit ist überhaupt nachgewiesen. dass 
jede Covarianle und Invariante J von f von der m‘ Ordnung, da sie nach 
$.5 Formel (XVI.) der Identität: P=F(A)+P, genügt, eine Funelion F\V) ist 


6, 9. 
Formen fünften Grades. 

Indem ich nun zu der Bildung eines Systems von Grundformen für 
die Formen fünfter und sechster Ordnung übergehe. werde ich nicht den in 
der allgemeinen Betrachtung verfolgten Weg durchmachen, sondern ein System 
von Grundformen U aufstellen und zeisen. dass alle Formen T als ganze 
Funelionen derselben mit numerischen Coelliecientien ausdrückbar seien. Für 
»—=» besteht das System der Fundamentalformen U aus folgenden 23 Formen: 
fans 4 I elek: mh: ae: el; 

a); (fa) Ill erde hs: (ae re a )3. .(d); 


. B Ber Tr, . r FR ER 
(1Y); ee 7.38 it);  (Wa)lıy). 


Aus den bekannten Fundamentalformen einer Form vierter Ordnung f =a, 


n 
10 


entstehen dadurch, dass man nach Weelassung der Indices mit dem Producte 
a,b,e,... multiplieirt. die folgenden Covarianten von f: 
f; 9; (fp); 5%; a,b,.c,(ab) (ac)(be)‘. 
Die vier ersten dieser Formen sind Formen U, die letzte kann leicht in die 
Form 5 transformirt werden, ist also auch eine Form U; demnach ist jede 
den Factor a,b,e.... habende Covariante von f eine Function FU). mithin 
auch jede Form W. Man kann daher jede Form J von f in der Gestalt 
schreiben ($. 4 Formel (XV.)): 
J= FU)+P,, 


oder da hier ö die einzige Form 7 ist, 


(AXIV.) = F(U)+P.. 
Ich will nun beweisen, dass jede Form mt Ordnung J von f eine Function 


F(U) ist, und mache dabei die Annahme, dass dieser Satz für die Formen 
44 * 
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erster, zweiter, dritter, ... (m—1)!e Ordnung erwiesen sei. Zuerst werde 
ich ihn für einige specielle Formen J beweisen und dann erst den allgemeinen 


Beweis antreten. — 

Betrachten wir zuerst diejenigen Formen m“ Ordnung, welche durch 
Uebereinanderschiebung von i mit Formen (m—2)te Ordnung entstanden sind. 
Ich beginne mit: 

J = (pP); i). 
Man hat dann, da die Form i,a,y},.(ai)(ay) aus (fyp) durch die erste Combi- 
nation mit g entsteht ($.2 Formel (VIII.)): 

J = i,.a,p.(ai)(ay)+eci(fp,”. 
Wendet man auf diese Formel die Identität: 
2i,.px(ai)(ap) = ixiap) + Yx(ai)’—ar(gi) 
an, so erhält man die Gleichung: 
J = 3(-fp)+&lfp), 

also ist J eine Function F(U) nach Annahme. — In derselben Weise lassen 
sich die Formen (( pi), (fi), (GE), (FÜ), (PO), (JO), (PO). 
((ri),‘) als ganze Functionen niederer Ordnung, also als Functionen F(U) 
darstellen. 

Die Formen ((ie),ö) und ((iy),ö) haben die Werthe 4a(ö)’ und 4y(ü). 
sind also Functionen FU), so dass wir den Satz haben: 

Jede Form der m’ Ordnung, welche die Gestalt (Ui) hat, ist eine 
Funetion F(U)). 

Ist ferner H=y,9.... ein Product von Formen U, so ist ($.2 F.(VI.)) 

(Hi) = (Pii)Ppaps+id 
eine Function F\U) (da $ von der (m— 2,» Ordnung, also nach Annahme 
eine Function F(U) ist). Wenn also J eine erste Uebereinanderschiebung von 
i mit einer Form (m—?)'” Ordnung ist, so ist es durch die U ausdrückbar. 

Jetzt wende ich mich zu den Formen, die durch die zweite Ueberein- 
anderschiebung von © mit einer Form (m—2)ter Ordnung entstehen. und be- 
sinne mit der Form: 


(pP) = J. 


Nach $.2 Formel (VIII) ist: 
I = argXap)(piy+ EI,” 


= (DEI, 
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Da sowohl (fp) eine Form U ist, als auch, wie eben gezeigt wurde. jede 
Form (4, ?) eine ganze Function der U ist, so ist auch ((fa),i)’ eine Function 
F(U). Ebenso führt man den Beweis für die Formen: ((fp).i)'. ( ft), i)”, 
(ed) KH (Ei, (ee (KPD. Ö. — Die Form ((7i), i)? hat den 
Werth Null. Jede Form also, welche durch die zweite Uebereinanderschiebung 
ron i mit einer Form U entsteht, ist durch Formen niederer Ördnung, also 
auch durch Formen U ausdrückbar. 

Ich gehe nun zu der Betrachtung der Formen über, welche durch die 
„weite Uebereinanderschiebung von i mit einem Producte H von Formen U 
entstehen, und beginne mit denjenigen Formen, in denen H das Product zweier 
linearen Formen U ist. 

Die Form: J=((\ie)«a,i)', welche ich zuerst betrachten will, hat den 
Werth “)(ie)de)= 0: ebenso die Form ((iy)y,i)‘. In ähnlicher Weise 
erhältman unmittelbar für die Formen (Hi), wenn H gleich @’, «y, (ie)y, ia)\ie). 
(iy)a, (ie)(iy), (iy)(iy) ist, die and [fo]', [ollöy), Lä)tay), 4lü lie], 
Yä)(ya), 4ü lie] [ey]. WW )[iy], so dass in diesen Fällen (Hi)’ eine 


/ 
Function von green U und niederer Ordnung ist, also nach Annahme eine 
Function F(U). m [iy]” zu betrachten, gehe ich von der Gleichung aus: 
y = (ta){ta)=r,t,(ta)(Te) 


und benutze die Identität: 
2T,T,(ta)(Te) = Tray)’ +rT/ (Ta) — 0 (Tr): 

ich erhalte dann die Formel: 

y’=r(te)?’—to’(tr), also [iy]’ = (ir) (ta)? — Llia)’ Tr), 
also ist [öy]’ ebenfalls eine Function F(V), so dass die Form (Hi) stets dann 
eine Function F(V, ist, wenn H das Product zweier linearen Formen V ist. 

Gehen wir nun zu dem allgemeinen Fall über, die Form (Hi ’ zu unter- 
suchen, wenn H=9Y,%:%;... irgend ein Produet von Formen U ist. Hierbei 
unterscheide ich zwei Fälle, jenachdem ein Factor von H, etwa g,, eine nicht 
lineare Form U ist, oder alle Factoren von H linear sind. In dem letzteren 
Falle sei „, das Product zweier linearen Formen U. 

In beiden Fällen existirt nach $. 2 Formel (VI.) die Identität: 


\ Hi)‘ “r (Pı i)" P2p3' + <, ($, u 7 / 


woraus wir den Schluss ziehen, dass, wenn H ein Product von Formen U ist, 
die Form (Hi)’ eine Function F(U) ist. 
Ferner: Jede Form, welche durch die zweite Uebereinanderschiebung 
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ron i mit einer Form (m—2)'“ Ordnung entsteht, ist durch Formen U und 
Formen niederer Ordnung ausdrückbar, also nach Voraussetzung durch Formen 
U. Nach $.2 Formel IV.) ist aber jede Form P;, welche das Symbol ; 
enthält. in der Form 

29 + (Gi )+ (li) 
ausdrückbar: jede Form P, ist daher durch Formen U ausdrückbar, also naelı 


dem Früheren (Formel \XXIV.)) überhaupt jedes J; was zu beweisen war. 


$. 10. 


Formen sechsten Grades. 
Die Fundamentalformen U für f= «a, sind folgende 26 Formen: 
fg fi, k=(iff}, A=(ff), t=(fp), (fh), (fh), I=(fh. 
ok), (fd, IS=tkk), i=clkh), (fA), (kl), m=lkl), (fm). 
RA, FelBAF, km), n=(km), o=(Im), (kn). (mm), &= (In). 


09= (mn, (Im) (In) (mn). 


trachtuneen. Dillerentiirt man A, und ersetzt man die Ineremente der Reihe 
nach durch die Variabeln y, z,. r, so erhält man folgende Identitäten: 
a = he, 
22H a,b, (ab *i2a,b,+b.a‘= a,b, (ab)'\2(ab) 2x) +9b.a,! 
= (ab) a, b,b.—-NAya)(zr). 
2,2,2.2, = (ab)’a,a,b,b.—LAY(yr)(z2)+(zr)(ye)\. 

Jede Covariante und invariante von f also, die den Factor (ab hat, kann 
in die Form P,+Ah gebracht werden, wo P, einen das Symbol z enthalten- 
den Ausdruck bedeutet (vgl. $. 2). 

Die Formen W (vgl. $.4) können die Form F U)+P,-+AR annehmen. 

Beweis. 

Die Formen W sind ganze Functionen derjenigen Covarianten A von 
f. welche den Fundamentalformen einer Form fünften Grades entsprechen. 
Alle diese Formen A ausser f, y, t entsprechen nun Formen, die das Symbol 
; enthalten. und haben daher den Factor (ab,‘. können also die Form P,+AR 
annehmen. 

Da nun nach $. 4 Formel (XV.) jede Form J von f in die Form 
W+-P, gebracht werden kann, und die einzigen y hier k und A sind, so 


kann J die Form annehmen: 


(XXV.) J= F(U)+P,+AR. 
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Um nun nachzuweisen, dass jede Form J durch Formen U ausdrückbar sei. 
werde ich wieder zunächst annehmen. dieser Satz sei für alle Formen erster. 
zweiter, dritter, ... (m—1,'“ Ordnung richtig. und ihn dann für Formen 
m‘ Ordnung nachweisen; zunächst aber insbesondere für einige specielle 
Formen J. 

Zuerst betrachte ich diejenigen Formen, die durch die erste Ueber- 

einanderschiebung einer Form U mit % entstehen, und beginne mit: 
‘= (fyp), k). 

Es ist dann nach $. 2 Formel (VIH.),. da die Form «' gay, az)z, durch 
die erste Combinalion von (fy, mit %k entsteht, 

J=a,x,y%. ap) (az) +ck(fy). 
und wenn man die Identität: 

2yp,2.(ay) az) = y,(az"—a,(y2)’+2(ay 

anwendel: 

J=4y(fk) —Af(yk)’-+ch ff). 
Die in diesem Ausdrucke von J vorkommenden Formen sind von niederer 
als der m‘“® Ordnung; mithin lassen sie sich sowohl als auch J (nach An- 
nahme) durch die Formen U ausdrücken. 

In derselben Weise zeigt man, dass die Formen: ((gk).k). fk). k). 
(fI),k), (fl, R), (Ckl), k), (fm, k), ((f4),k), ((km), k), ((kn). k). ((kA1,k). 
9. k. 0%.%k. (o,,. k) sich als Functionen der U darstellen lassen. — 

Für die Form 

J = ((fk)’, k) 
erhält man ($.2 Formel (VII. )): 
J=arx,(a2) (z2)2,+ ck fh’ =—4ai.z.2 (az) ze’ +ck fk}—=A(If)+ck fk 
wodurch diese Form ebenfalls dargestellt ist. Aus diesen Betrachtungen er- 
giebt sich nun sofort, dass jede Form ‘Uk) eine Function F(U , ist. 

Ist ferner H ein Product der U, so ist (Hk eine Function F | 
(vgl. 2 Formel (VI.)). Jede Form m‘“ Ordnung, welche die Gestalt (9% hat, ist 
eine Function F(U, (da 9 eine Form (m— 2,‘ Ordnung. also nach Annahme 
eine Function FU)=NeH ist). 

Ehe ich zu höheren Uebereinanderschiebungen mit % übergehe. will ich 
einige Folgerungen aus der (Annali di Matemat. pura ed applicala Ser. Il 


T.1. p.53) gegebenen Relation: 


fh’ — 0 


ziehen. Man erhält daraus die folgenden weiteren Formeln ($. 2 Formel (Vl. 
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0 = (ab) a’. z.b).(az)’+ ar 
Kab)a,b,z,.\b. az)’ — a (bz)’\-+clf, 
(ab) a,b. zb}. az) VE i 


ef = 


— 4(ab) a,b,2..\3b,(az,’— 4(ab)’z\ = $al.bi z\. az)’ (ab) —4K’. 


ee 1 


Da die Form a,b, x, az)’ ab)‘ aus der Form p=(ff)’ durch die zweite 
Gombination mit % entsteht, so ist nach $. 3 Formel (XI.) 
a‘.b‘z, (az ”iab)” = (yk)’-+c,k’, 
und mithin hat die Form (pk)’” den Werth 
(yk)’ = Clf+CK, 
ist also durch Formen U darstellbar. 

Um die 2 ((fk, k)’ zu untersuchen, gehe ich ebenfalls von der 
Identität (fk)’ = 0 aus; da die Form a‘./zz')(az)’z) aus (fk,’ durch die erste 
Gombination mit r entsteht, so ist nach $.2 Formel (V1.':: 

0 = ax! (az) zz )+chl, 


also : 
— ckl= Ya} xx) De x. az')’\ 
= — lat (zz DIPE, az) +2,2,(az) az')+z\(az')!. 
ckl = 4al (zz? 132, (az? — 2 ’a = 3ai.xL (ax)? (zu)? — Hif. 
Die Form a‘. (az (zz entsteht aus (fk)’ durch die zweite Combination Ä 


mit %, folglich ist nach $.2 Formel (VI.): 
ar 2, (az) (zz) = ((fh), k’+C,((fx)’, k)’+C,k(fx)*, 
und ((fk,‘.k) hat den Werth: Ckl+C;f, ist also eine ganze Function von den Ü. 
Nachdem nunmehr gezeigt worden ist, dass die Formen (yk)’ und 





((fk), k) ganze Functionen F U) seien, gehe ich dazu über nachzuweisen. 
dass auch die übrigen Covarianten der wi (Uk/ .. Eigenschaft besitzen. 
und wende mich zuerst zu der Form J=( fy), k) 

Dieselbe lässt sich nach $. 2 Formel Ana ) N schreiben: 


(Sp) hy = ariap)ye(pk'z: Er ep, hy. 
Die Form a’.(ap)gz(gyk,’ entsteht nun aus der Form a durch die erste 


Combination mit f, hat also nach $.2 Formel (VIII.) den Werth 


a), pr, (ap)\pk’ = (Yk),f)+efiyk’; 
mithin ist: 


ik? = (hl, )+oftgh? + Le. fpt, hy; 


da, wie oben gezeigt wurde, (pk)’ = Clf+C,k, so erhalten wir nach 
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$.2 Formel (VI.) die Gleichung: 

eh? = SA, fif+OkChf)+eftph” HEN, 
aus der wir folgern,. dass (tk)’ sich aus Formen niederer Ordnung und aus 
Formen, die aus der ersten Uebereinanderschiebung mit % entstehen. zusammen- 
setzen lässt. — 

Um zu zeigen, dass auch die Form (ph), k)’ eine ganze Function 
der U ist, benutze ich den Umstand, dass die Form y%./yz')’zL |yz)z\ aus 
den Formen (pk) und (pk)' durch die zweite und die erste Uebereinander- 
schiebung mit % hervorgeht und daher die Werthe besitzt ($.2 Formel V11l.)): 

(= (ph), h’+ el gk, h)+e,k.gk) 
[= ((pk), k)+ c,k(yk)’. 
Durch Gleichsetzung dieser beiden Werthe erhalten wir die Gleichung: 
((gk). k) — C((yk)), k) -C, k(gk)', 


aus der, wie oben gezeigt wurde, folgt, dass sich ((y%).k)' durch Formen I 


plypr rrrlpz 


ausdrücken lässt. Mitteist desselben Verfahrens kann man beweisen. dass eben- 
falls die Formen ((fk), k)'. ((Ik), k)', ((mk). k)', (nk), k)'. ((Ik), k)' ganze 
Functionen F U) seien. — 

Da die Form %k eine Form vierten Grades ist. so hat die Covariante 
‘Ak von k, wie bekannt. den Werth: ‘Fk =eik: ich will diese Formel 
benutzen. um auch die Form ((4f), k)' zu untersuchen. Zu dem Ende be- 
trachte ich die Form «a. 4,2\.‘Ja)(IAk)’, welche aus den Formen (If) und 
Ak)‘ durch die zweite Combination mit % und durch die erste Gombination 


mit f entsteht und daher die Werthe hat: 
EARTH M)+erklap) 

/  t= ((ISk),f)+eof(Ak) = Gichf). 
Aus dieser Identität folgt unmittelbar, dass ((4f). k)' sich durch die U aus- 
drücken lässt. 

Die Form ((fl). k)’ hat, da die Form a‘z,(az)(al)(lk) aus (fl) durch 

die zweite Combination mit k entsteht, den Werth (Formel (VII.)): 

(fl), A) = air (ax)(al)(lz)+c((fl),k), 


oder wenn man die Identität: 


2a,.2.(al)(lz) = Ii(az)’ — x. (al) —a,(zl) 
benutzt: 
((fD,k) = dIlfh’ HCl, k)—3(h, (kl) 
= HIlfk)’+Cl(fli)’, k)—-4(f, m), 
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ist also durch U’ darstellbar. Etwas verwickelter ist der Nachweis, dass auch 
die Form ((fm). k)' eine Function F(U) sei. Diese Form hat, da die Form 
a,z,(az)/am)(mz) aus (fra) durch die zweite Combination mit f entsteht, den 
Werth (Formel (VII.)): 

((fm), k)" = az. (az) (am) (mz) + c((fm)'. k), 


oder da m=x,(zl)' ist: 
((fm), k)’ = a‘ x, (ax) (ax') (xx) (ZU’-+c((fm)’, k) 
—= — ar. z,1,(az)(az') (22) (zD)-+ c((fm)’, k). 
Die erste Form der rechten Seite entsteht nun durch die erste Combination 
mit / aus der Form a’.z, 2, (az) (az')(zz')‘, welche letztere Form wieder durch 
die zweite Combination mit faus / entsteht, also den Werth hat (Formel (VIM.)): 
(If +cif, 
oder da, wie oben gezeigt wurde, (If)’ = Cif+0C,Kkl ist, den Werth hat: 
Oif+C;hl. 
Aus diesen Betrachtungen kann man auf die Identität schliessen: 
((fm). k)' = e((fm)’, k)+ce(fl)+c,I(kl), 
welche zeigt, dass (\ fm). 7)‘ eine Funetion F{U) ist. — Die Form (Akn)', die 
ich durch p bezeichnen will, hat den Werth: 
p = im+2jl, 
(Ann. di Mat. pag.58) ist also durch Formen U ausdrückbar; ebenso die drei 


Formen (o,, A), welche die folgenden Werthe besitzen: 


Be 

(ok) er 03, 
Gh) = —G+cVi, 
f > . 

(9k) = jo; 


so dass jede in der Form (Uk)' enthaltene Covariante eine ganze Function 
der U ist. 

Ferner ist die Form (Hk)‘, in der H ein Product von Formen U be- 
deutet, mittelst der Formel (V1.) durch die U darstellbar, sowie endlich jede 
Form, welche aus einer Form (m—?2)'” Ordnung durch die zweite Ueberein- 


anderschiebung mit U entsteht. 

Ich wende mich nun zu der Untersuchung derjenigen Formen, welche 
durch die dritte Uebereinanderschiebung mit k entstehen, und beginne mit der 
Betrachtung der Form (gpk)’. — Da die Form (ax)’a,b\(ab) z, aus den Formen 
y und ‘/k\’—=0 durch die dritte Combination mit k und durch die zweite Com- 
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bination mit f entsteht, hat sie die beiden Werthe (Formel (VIN.)): 
a,b\.z,. ab) (az) PR) 0 UN h) 
e(fl). 

durch deren Gleichsetzung gezeigt werden kann, wie die Form (gk)’ durch 
die U ausdrückbar ist. — Ein ähnliches Verfahren lehrt uns die Formen: tk). 
(fI), k)', ((fl). k)’, ((fm). k)’ durch die U ausdrücken. 

Um die Form ((yz). k)' zu untersuchen, bemerke ich. dass die Form 
y4z.2,(pz)(yz'? aus den Formen (gk) und (yk)’ durch die dritte und erste 


Combination mit 4 entsteht, mithin die Werihe hat (Formel VII.),): 


2 
> 


( yh ’ h)' | > C ( Y k L I)" s 


pr gz)IE, 
(gk’,k)+ck ygk'. 
durch deren Gleichsetzung man sieht, dass die Form (gk). k)' eine Function 
F(U) ist. -— In derselben Weise kann man zeigen, dass die Formen ((fk .k)'. 
(fh. k)', (kA). k)’ durch die U dargestellt werden können. 
Da endlich die Formen ((kl ,k)', (km. k)'. ((kn , k)' die Werthe haben: 
(kl),k)’ = eil+cın, 
(km). k)’ = eim+ c‚jl, 
((kn),k)’ = cin-+e,jm, 
also ganze Functionen der U sind. so kann jede Function, welche aus einer 
Form U durch die dritte Uebereinanderschiebung mit k entsteht, durch die 
Formen U dargestellt werden. 

Ich will nun dazu übergehen, auch diejenigen Formen (HA zu unter- 
suchen, in denen H ein Product von Formen U ist, und beginne mit dem Falle. 
wo H das Produet zweier quadratischer Covarianten U ist. 

Sind o und r irgend zwei quadratische Formen. so ist (Formel VIII. ): 

(or, k}’ = (20) 2,1,(zr)+c((or). k) 

= 12'20), T\+c( or), k)': 
ersetzt man in dieser Formel o und 7 durch irgend zwei der Formen: /, m, n, 
0» © O,, So sieht man unmittelbar, dass der Ausdruck |z, 20,7} sich als 
Aggregat der Functionaldeterminanten dieser sechs quadratischen Formen, mit- 
hin auch als Aggregat dieser Formen selbst darstellen lässt. Da dann auch 
((or), k)’, wie oben gezeigt wurde, eine Funclion F{U) ist, so ist (ot, k) 
stets durch die Formen U ausdrückbar, wenn 0 und ı zwei quadratische Co- 


varianten U bedeuten. 


I 


45 * 
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Aus der Formel (VI.) geht nun unmittelbar der Satz hervor: 

Jede Form, die aus eimem Product von Formen U durch die dritte 
Uebereinanderschiebung mit k entsteht, ist durch die Formen U ausdrückbar 

Ferner: Jede Form, die aus einer Form (m— 2)“ Ordnung dureli 
die dritte Uebereinanderschiebung mit k entsteht, ist eine ganze Function deı 
Formen WU. 

Es bleibt uns nun noch die Untersuchung der Formen übrig, welche 
sich durch die vierte Uebereinanderschiebung mit % ableiten lassen. Ich be- 
einne mit der Form (A) und benutze den Umstand, dass die Form bi. (ab)' (az) 
aus den Formen g und /! durch die vierte Combinaltion mit k und durch die 
zweite Combination mit f entsteht, also die on. Werthe hat (Formel (VI. 


Baba) = + 
[= (m) 


Da die Form (fl)’. wie in der oben erwähnten Abhandlung (Ann. di. Mat. 
Ser. H. T. 1. pag. 60) gezeigt wurde, den Werth 5(4+4 Ak) hat, so ist nach 
obiger Identität (gA)‘ eine ganze Function der Formen U. — 
Um die Form (t{k)' zu Kekse gehe ich von der Form 
(gh)’(ayp)aiyı = ((ypk)‘, f) 
aus. welche aus Z durch die vierte ran mit % entsteht, also nach 
Formel (IV.) den Werth hat: 
4 
(yh)\ay)ayı = Ik" +&,(9,, hy". 
Nun haben wir eben gesehen, dass pie = C44 „Ak ist, also ist auch: 
(gi), f)=C(If)+CA(Kkf) und: 
C(Af)+C,Alkf) = (Ih'+ 2, BR". 
Hieraus folgt, dass die Form (tA)' eine ganze Function der U ist. — 
Ist die Form w = w”. eine beliebige Covariante von f, so findet, da 
die Form vr (wz) (wz’) (zz) = 0 aus der Form (wk) durch die vierte Com- 


\ 


bination mit f entsteht, die Relation statt (Formel (IV.)): 
4 


(( vk), k)* z= =, Gr Ehe . 


Ersetzt man in dieser Identität w der Reihe nach durch die Formen: g, f. 
!, m, n, I, so sieht man, dass diejenigen Formen, welche durch die vierte 
Uebereinanderschiebung mit A aus den Formen: (yk), (fk), (lk), (mk), (nk). 
Jk) entstehen, durch die Formen U ausgedrückt werden können. 
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Den Werth der Form ((f%)’, %)* finde ich durch die Bemerkung. dass 
die Form (az)*’(az')’z} = (kl) = m aus der Form (fA)’ durch die vierte Com- 
bination mit % entsteht, also der Gleichung genügt: 

+ 
m=((fk),k)’+23,(9,,k)" 
(fh, ; :) 4 : (? s» r) 

In ähnlicher Weise finde ich für die Covarianten ((fD). k)* und (fm). k)* die 
Ausdrücke: 

4 

(fl). k)* — BB, J; 15 
1 d F 


f 
((fm). k)* = @, +2,(9, ie 

Aus diesen 3 Formeln folgere ich, dass diejenigen Formen, welche aus den 

Formen (fk)', (fm), (fl) durch die vierte Uebereinanderschiebung mit % ent- 

stehen, ganze Functionen der U sind. 

Um die Form ((f-£), k)' zu untersuchen. benutze ich den Umstand. 
dass die Form a, (af)(ak)/ Ak)‘, welche aus (f4) durch die vierte Combination 
mit A entsteht, zugleich aus der Form (P)’—=0 durch die zweite Ueberein- 
anderschiebung mit f entsteht. also verschwindet. Es ist daher die Form 
(Formel (IV.)) 

f 
Dh = 2.0.0 
eine ganze Function der U und somit allgemein jede Form, die aus eineı 
Form U durch die vierte Uebereinanderschiebung mit k entsteht, durch di: 
Formen U ausdrückbar. 

Indem ich nun zu den Formen übergehe, welche aus Producten H 
der Formen U durch die vierte Uebereinanderschiebung mit % entstehen. be- 
sinne ich mit dem Falle, wo #H das Product irgend zweier quadralischeı 
Formen U ist, die ich © und 7 nennen will. Die Form: 

(a, = ((ok)", T)' 
ist, da, wie oben gezeigt wurde, die Form (sk) stets aus den quadratischen 
Formen U linear zusammengesetzt werden kann, ein Aggregat von Invarianten 
(or)‘, welche aus zwei quadratischen Formen U durch die zweite Uebereinander- 
schiebung entstehen. Hieraus folgt, dass die Invarianten (07, 7)‘. in denen 
o und 7 irgend zwei Formen U zweiten Grades bedeuien, durch simultane 
Invarianten der Formen /, m, » ausdrückbar sind. Diese simultanen Invarianten 


sind nun aber, wie bekannt, ganze Funclionen der sieben Invarianten : 
(IM, (Im)', (In), (mm), (mn), (nn), (Im) (In) (mn), 
welche, wie (Ann. di. mat. ser. II. t. I. pag. 54 — 64) nachgewiesen wurde. 
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sanze Functionen der Invarianten U sind. mithin sind auch alle Formen 





(ot, k)‘ ganze Functionen dieser Invarianten. 

Ich bin jetzt im Stande nachzuweisen, dass jede Form die durch die 
vierte Üebereinanderschiebung mit k aus einem Producte H von Formen U 
entsteht, durch die Formen U ausgedrückt werden kann. 

Ein jedes solches Produet H=y,9:%;... nämlich hat einen Factor. 
etwa 4,, der entweder eine Covariante U ist, deren Grad grösser oder gleich 
vier ist, oder der ein Product zweier quadratischer Covarianten U ist; es isı 
dann nach Formel (VI.) die Form 

4 
(Hk) = (yık)'; aaa u a Ze ae 
also eine ganze Function der U. 

Aus diesen Betrachtungen kann ich folgende Folgerungen ableiten: 

Jede Form, die durch die vierte Uebereinanderschiebung mit k aus eineı 
Form (m—2)'" Ordnung entsteht, ist eine ganze Function der U. 

Da das Nämliche, wie oben bewiesen, für die Formen gilt, die durch 
die Ote, 1ste, 2te und 3'° Uebereinanderschiebung mit k aus Formen (n— 2)‘ 
Ordnung entstehen, so ist nach $.2 Formel (IV.) jede Form P,, die das 
Symbol k enthält, eine ganze Function der U; sowie nach $.10 Formel (XX\V.) 
jede Form m’” Ordnung von f überhaupt. 

Giessen, den 8. Juni 1868. 

















Ueber eine Eigenschaft von Funcetional- 
determinanten, 


(Von Herrn A. Clebsch zu Göttingen.) . 


Wenn man die Coordinaten eines Punktes einer Curve als ganze 
homogene Funclionen zweier Parameter dargestellt hat: 
Ka = fi (Sı» $:) 
(1.) yon er fr (Sı, &2) 
u ehr 
so findet man in ähnlicher Weise für die Coordinaten der Tangente des 


Punktes &: 


ou = Yı(Sı, $) 
2) om = gl.) 
U e l), 


WO 1» fa» 9; die drei aus den Functionen fj. fs, f; zu bildenden Functional- 
determinanten sind. Wenn man nun aber von den Gleichungen (2.) wieder 
ebenso weiter geht, wie von den Gleichungen (1.) zu den Gleichungen (2. 
selbst. so kommt man wieder zu den Ausdrücken für die Coordinaten eines 
Punktes der Curve; es müssen daher die neuen Bildungen wieder auf die 
Gleichungen (1.) führen, abgesehen von einem gemeinschaftlichen Factor. 
welchen die rechten Seiten besitzen können. Hieraus folgt der Satz: 

Wenn man aus drei homogenen Functionen mit zwei Veränderlichen 
und gleich hoher Ordnung die Functionaldeterminanten bildet, und aus diesen 
wieder die Functionaldeterminanten, so sind letztere bis auf einen gemein- 
schaftlichen Factor den ursprünglichen Functionen gleich. 

Denselben Satz kann man ebenso geometrisch für vier homogene 
Functionen mit drei Variabeln einsehen. Für »-+1 Functionen aber mit » 


Variabeln beweist man ihn algebraisch sehr leicht, wie folgt: Bezeichnen 
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wir durch fi» fa» -»- fa+ı die gegebenen Functionen, durch %,. %a> -.- %,., 
ihre Functionaldeterminanten, durch w, „w,, ... w,., die Functionaldeterminanten 
der y. Betrachten wir den Ausdruck: 





op op | 

u u 2 a = 

( S, O8, O8, | 

« a’ en) | 

Op, Op, op. | 

— Pı_ Ind. B. ( dis b; | 

08, 05, OS | 
R = »bfi 2a, w—- ZafS;bu.. 

, en r I 

OPua+1 OCQon-+1 OPa-+1 | 

p» = £ U —— I Bi Pati d.rı b, .$ 

OS, 05, OSn . 

< < | 

0 0 DE .; 0 af, Sb;f, 
Multiplieiren wir hierin die ersten »-+1 Horizontalreihen beziehungs- 
weise mit fi» fi» --- far, und ziehen die Summe von der letzten ab. so 


zerslören wir die Terme >a,f;, Zb,f;:; an Stelle der Nullen in der letzten 
Horizontalreihe aber treten die Ausdrücke 


ai pi © Er of; 
<S[i = 38 (Sf; p)— Sp 7R; 
Usa Osu Osu 


welche idenlisch verschwinden. Daher ist ? = 0, welches auch die Werthe 

der ganz beliebigen Grössen a,, b, seien. und indem man die Coefficienten 

der Producle a,b, in R einzeln gleich Null setzt, erhält man die Gleichungen 
kr W, z. 0, 

welche zu beweisen waren. 

Es ist leicht dem Satze eine gewisse weitere Ausdehnung zu verleihen. 
indem man statt der » Variabeln deren n+m einführt, und zwischen diesen 
m Bedingungen bestehen lässt. 

Aber von grösserem Interesse ist die Aufsuchung des gemeinschaftlichen 
Factors. durch welchen die Functionaldeterminanten % von den Functionen f 
verschieden sind. Da in den nur zweile Diflerentialquotienten der f aul- 
ireten,. so kann man, ohne der Allgemeinheit Eintrag zu thun, die Functionen 
f als Funetionen zweiter Ordnung betrachten. Eine Abzählung lehrt dann so- 
fort. dass dieser Faclor M vom Grade +1.» —2 in den Variabeln und vom 
Grade »—1 in den Coefficienten jeder der Functionen ist. Aber seine wirk- 
liche Darstellung scheint mit erheblichen Schwierigkeiten verbunden, die ich 


nur für drei Funclionen mit zwei Variabeln und für vier Functionen mit drei 
Variabeln durch besondere Betrachtungen habe überwinden können. 
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Bei drei Funectionen mit zwei Variabeln 
fi u. astrbshteh, 


f: = ++, 

f; u trete 
ist nach der obigen Abzählung der Factor M eine simultane Invariante, welche 
die Coefficienten jeder der Functionen f nur linear enthält. Daher ist M von 


der einzigen existirenden Invariante dieser Art 





a B 38, | 
a b © 
| 4 b 6) 


nur durch einen numerischen Factor verschieden. Es ist leicht, in dieser Bil- 
dung eine wesentliche Eigenschaft von M wieder zu erkennen, die Eigenschaft 
nämlich, dass M nothwendig eine Combinante ist. d. h. dass M, wenn man 
die f durch lineare Combinationen derselben ersetzt, sich nur um einen von 
den Coefficienten der Functionen unabhängigen Factor ändert. 
Für vier Functionen mit drei Veränderlichen folgt der Ausdruck von 
M aus dieser Bemerkung zusammen mit der Theorie der Steinerschen Fläche. 
welche ich im 67sten Bande dieses Journals gegeben habe. Dort ist nämlich 
gezeigt. dass im Allgemeinen es immer möglich ist, durch passende lineare 
Transformation der Variabeln die f als lineare Verbindungen der vier Ausdrücke 
atrerte 2 2, 285 
darzustellen. Bei der Bildung von M kann man also diese Ausdrücke an 
Stelle der Functionen f zu Grunde legen. Die y werden dann, bis auf einen 
gemeinsamen numerischen Factor: 
2Sı 
Eine kleine Rechnung lehrt sodann mit Zugrundelegung dieser Werthe der g. 
dass bis auf einen numerischen Factor M den Werth hat 


Ic 


> 


nm 


_ 
I 
mn 


Un 


c3 
29 >3 


En 


S3. 


“N 


3 £? 
39 si 92 


S 3 £2 
a nn” % 


Sr 
wn 
Sr 


13 9 


wo 
Un 


"1 
> 


In 
FT 
Sn 
Pr 
De) 
’ 


- 


) 


m 


Stets) ht) (—S2+ 8) (— stats 
Dieser Ausdruck aber, gleich Null gesetzt, giebt das Vierseit in der Abbildung 
der Steinerschen Fläche, in welches die Abbildung der Wendecurve sich auf- 
löst ($.5 a.a.0.); und diese Abbildung wieder habe ich eben dort allgemein 
bilden gelehrt (Formel (38.)). Die Regel für die Aufstellung von M bei 
vier Functionen mit drei Veränderlichen ist hiernach folgende: 


\ 
/* 


Man bildet die Determinante 
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Sb. Zt. ae! I Naggpneiging 
| os! 08: 08° 08) 
| 3% 2p 
Be. ı RE. ı "PSOHRR. > ROHR. « RRREE ur 
0&? u: 0E OE° ' 
/u9 72 
n2F J2p n3 
Er . Y : bi; Ih 00 M 
0% d& BEE 08% 
| 3 3 >3 3 
| Jap “ep 0 np 
| Pf [ Bd Ahlers; Ih ol Bkis 0 u; u, |? 
| 05.05, 05.0, .@5,08 . 05,08 ° 
| P " n9p 
# of , ME: Ö T; of 0 u 
 äE SE NE 8 = W Z “Y ZI T7 U; l 
08,08, 08,08, 08,08, 05,05, 
of, of, of, of, 0 
"Sp 7 fan r £ a rg Sp A Ur u, 
08,0%, 05,0%, 08,08%, 08,08, 
| Ü 0 0 0 4, 5 5 
welche nach den x geordnet den Ausdruck 
Zr) ,.u,u, 


annehmen mag. Die Function M ist dann bis auf einen numerischen Factor 
dem Ausdrucke 





D\, D:: D;; Sı | 
D,;, D; D;; & 
& 
| D,, D;, D;; >3 
| & u u. 


sleich. Die Coineidenz von M mit der linken Seite der Gleichung für die 
Abbildung der Hesseschen Wendecurve lässt sich übrigens aus der Theorie 
der auf einer Ebene abbildbaren Flächen direct einsehen; was aber hier aus- 
einanderzusetzen zu weit führen würde. 


Göttingen, den 2. November 1868. 
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Ueber die Anziehung eines homogenen Eillipsoids. 


(Von Herrn F. Grube in Ilamburg.) 


D. folgende Entwicklung der Formeln für die Componenten der An- 
ziehung eines homogenen Ellipsoides beruht wesentlich auf einer Umformune 
eines Integrales J von der Form 


2rı 


Ira cos 17 — a)‘ 


| 


dıy | 
Benw_ Dre 





Nach Gauss und Jacobi f) ist 


6; 4 f dgy 
I 11- er = sın 


' 


Hierin bedeuten o, 0’, 0’ die Wurzeln der ceubischen Gleichung 


a” b’ C 


($:) a ia io 5) I u — AM 
Le A’+r E B-+r x 
so dass 
o>0o>d. 
Es ist ferner aus der Theorie der elliptischen Integrale bekannt **). 


dass das Integral 








durch die Substitution 














— = sing 
I} 
übergeht in 
2 > dy 
ae 
1 — - s / 
J | zei g 


*) Gauss, Determinatio attractionis etc. in den commentationes societ. Gott. 
Bd. IV. — Jacobi, Bd. 2, 8 und 12 dieses Journals. — Neuerdings hat Herr Clebsch 
die Resultate von Gauss und Jacobi in kürzerer Weise entwickelt, Bd. 61, pag. 151 
dieses Journals. 

#*) Vergl. hierüber Schellbach, die Lehre von den elliptischen Integralen, p. 273. 
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Daraus folgt, wenn man noch beachtet, dass vermöge (1.) für jeden Werth 
der Variablen & 
2 —0\ ao )\(2-0")=x( A’+xr)(B’+x)—c’ A’+x)(B’+r)—ac(B’+z2)-b’r( A’+r 


Ist. 











dx 
J 2/ —— — a « 3 — nn er 7— — 
+ ya(A’+E)lB. +8) — c’(A’+z)(B+x) — az(B’ +2) — b’r(A’-+8) 

Da oflenbar die Summanden des Integrales auf der rechten Seite der vor- 
stehenden Gleichung imaginär werden für jeden Werth der Variablen x, der 
zwischen O und © liegt. so ist es auch erlaubt zu sagen, es sei J gleich dem 
reellen Bestandtheile des von O bis x ausgedehnten Integrales auf der rechten 
Seite. Bedient man sich daher, um anzudeuten. dass eine Grösse « gleich 
sei dem reellen Theile einer complexen Grösse b, der Bezeichnungsweise 

| 
a || b, 


so hat man 











| 





/ dıy 
\ Se a Ze 1: u 
I Yy(Acosw— a)’ + (Bsnyw—b)’-+ ec? 


S. 











lc 
») / a Ber | 
| + yz(A’-+He)lB’-+E) — c’(A’-+a)(B’+8) —a’z(B’+r) —b’r(A’+ 8) 


Die Halbaxen des Ellipsoides seien «, 5, y. Ich nehme dieselben als 
Axen eines rechtwinkligen Coordinatensystemes, und nenne die auf diese Axen 
bezogenen Coordinaten irgend eines Punktes des Ellipsoides x, y, z, und die 
des angezogenen Punktes a, b, c. 

\lan zerlege das Eilipsoid in lauter unendlich dünne elliptische Scheiben 
durch Ebenen, die die Axe 7 rechtwinklig durchschneiden. Die Dicke einer 
solchen Scheibe werde dz genannt. Die Halbaxen von irgend einer dieser 
Scheiben, deren Entfernung vom Mittelpunkt des Ellipsoides z sei, nämlich 


nn 


/ 2. zZ" 
ayl- . By1-5- 
Y Y 
nenne ich der Kürze wegen m, n. 
Ich bestimme zunächst das Potential V dieser Scheibe. oder das Integral 





h 12) 
v= dad! —. 
Jr 


ausgedehnt über alle Punkte der Scheibe, wo w das Flächenelement der Scheibe. 


und r die Entfernung des Flächenelementes vom angezogenen Punkt bedeutet. 
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Für alle Punkte der Scheibe ist die Coordinate z constant. Statt der 
Coordinaten x, y eines Punktes der Scheibe führe ich zwei neue Coordinaten 
,, v ein vermittelst der /voryschen Substitution 

x = mAcoSsv, 

y= nı,sinv. 
Eine Integration nach A und v erstreckt sich auf alle Punkte der Ellipse. 
wenn man der Variablen 4 die Grenzen O0 und 1. und v die Grenzen O0 und 


21 ertheilt. 
Aus der bekannten Legendreschen Formel für das Flächenelemen! 








u— + (2 Yy PR 5 IE) di dv 
ol 0» oA ov 
ergiebt sich 
u —= mni. di. dv. 
Ferner ist 
r = Y(mi.cosv—a)” + (nisinv—b)’+(3—c)'. 


Da alle Punkte, für die A constant ist, auf einer mit der Begrenzung 
der Scheibe ähnlichen und concentrischen Ellipse liegen. so ist das Potential 
V' eines unendlich dünnen mit der Begrenzung ähnlichen und concentrischen 
Ringes, dessen Halbaxen mi, nA sind, gleich 


27 


RE x dv 
mn dz 4. di. / EEE EEE 


Y(mAcosv — a)’ + (nAsinv»—b)’ + (2— c) 








) 
Wendet man auf dies Integral die in (2.) enthaltene Umformung an. 
so werden sich nacheinander die Integrationen nach 4 und z ohne weiteres 
ausführen lassen. Vermöge (2.) hat man 
V' || 2mndzidi 


ds 
ann meer nenn 


N -)—(3— cc)’ (mM +S)nP+sS)—a’s(n’2’+S)—b’s(m’i’ +5 


0) 











Hierin führe ich statt s eine neue Variable A’s ein; dadurch wird 


“en u ge 1 
‚|| 2 mn dzadi. | —— _ nu | . 


YAs(m’+s)\(n’+s)— (3— ce)’ (m’+s)(n’+s)—a’s(n’+s)—b’s(m’—+s 














0) 


Durch Integration von V’ nach A zwischen den Grenzen O und 1 erhält 


man das Potential der Scheibe. Um aber die imaginären Summanden des 
Integrales abzusondern, beachte man Folgendes. Selbst für den grössten Werth 
des A, der ja 1 ist, wird man für keinen Werth der Variablen s, der nicht 
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der Ungleichung 
— c)' bh’ 
1 oe be AR RE ER 
y er Er n er s 
senüet. einen reellen Summanden Zi Bezeichnet man demnach die 
positive Wurzel der Gleichung 


fa \2 3 3 
— CC a b 
6: iu LE cn. 


s m’+s ' mis 
durch go, so darf die Integration nach s erst von o an beginnen. Ausserdem 
müssen für jedes s, welches grösser als o ist, die A der Bedingung genügen 
Ki 
wo 
(2—c) | a’ b’ nen 


Tr re ae 
s m -+-$ ns 








oeselzt ist. Demnach ist das Potential der Scheibe 


I — Amndz Val a ee KM a ul u a in 


ya sm’. + Fs)(n’+ s)— _(z- —c) ?(m’ +s)(n? Fs)—a’s "s(n +s)—b’s(m’—s)' 








oder. wenn man die rg nach 4 ausführt und zugleich der Kürze wegen 








Ys im’ +s)(® +s)—(3—c) (m’+s)(n"+s)—as(n"+s)—b’s(m +s) = F(s 


setzt, 





j £ F(s)d. 
V = 2mnds f  .\, 


s(m’+s)(n’—+s 


Hieraus erhält man bekanntlich die Componenten der Anziehung der 
Scheibe in der Richtung der Axen «, 5, y des Ellipsoides, die ich mit X, Y. 
7; bezeichnen will, durch Differentiation resp. nach a, b, c, nämlich 





ev. 


% 
> ds 
A| —2mn adz / nn - 
| l I (m’+s)F(s) 





’ | : ds 
(3) <£Yı —2mnbdz Wi 
. n j 8) F ($) 
, ı er ds 
Z\ 2mn. 2—c)\dz = 
 sF( (s)- 


( ) 


Indem man einen dieser Ausdrücke, z. B. X, nach 3 integrirt zwischen den 
Grenzen —y und y, erhält man die Componente A der Attraction des EI- 
lipsoides in der Richtung seiner Axe «. Statt s führe ich aber erst eine 
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’ 2" ’ “r 
andere Variable s(1- ) ein. Dadurch erhält man zunächst. nach einigen 


leichten Reductionen 








a “ ds % lz 
A || - 2eßy  —— PU... VENEN 
EHEN, SE 
worin 
vs b’s c’s 
S : TARDN.. ——, _— — - 
? a’—+8$ +s y-+ts 
NARBeENT ye 
I or YFı A int 2 
Ys+7 
2 u yc 
SE 7 Kr 
vs+rY 


Damit die Summanden des zweiten Integrales reell werden. darf man 
nur solche Werthe für z nehmen, dass 
(4) 2<S 
wird. Dies ist für keinen Werth z der Fall. wenn nicht die Bedingung 


2 a’ bh’ ce” 
S>0, oder 1 > ——+—— IRRE 


a’-—-s $ Hs = $ 
erfüllt ist. Diese Bedingung ist offenbar für jeden Werth des s zwischen 0 
und oc erfüllt, wenn der angezogene Punkt innerhalb des Ellipsoides liegt: 
liegt derselbe aber ausserhalb, so wird erst von einem bestimmten Werth der 
Variablen s an, den ich « nennen will, S positiv werden; w ist die positive 
Wurzel der Gleichung 
a“ b’ c” 


= ger try 


"+8 EFER 





Für innere Punkte erstreckt sich die Integration nach s also von 0, für äussere 


aber erst von u an. 
Da ferner, wie leicht zu sehen, für keinen positiven Werth des s 
<H, 
und mithin erst recht nicht 
H<S 
ist, und da, wie ebenfalls leicht ersichtlich, g für jedes positive s positiv. g 
aber negativ ist, so darf wegen (4.) die Integration nach 3 sich nur er- 
strecken über die Werthe von 2, für welche 


—- Y$S <z3<y8. 
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Demnach ist 
Ss 











5 ds dz 
A _ — 3 San —————— “ 
. / (e’+s)Yla’+s)(P+S)Cy’+ 8) % vs.» 


PZ 8 
oder schliesslich. wenn man die Integration nach z ausführt : 
A= - Znaßyaf- - = - 
2 @+sYe +++ S) 
worin die untere Grenze den Werth O0 oder « hat, jenachdem der angezogene 
Punkt innerhalb oder ausserhalb des Ellipsoides liegt. 
Schliesslich bemerke ich noch, dass man durch Integration der Formeln 
3.) nach z die Componenten der Anziehung eines jeden Körpers von ellip- 
tischem Querschnitt, der von irgend einer Oberfläche zweiten Grades und von 
zwei mit dem elliptischen Querschnitt parallelen Ebenen begrenzt ist, in Form 
einfacher Integrale erhalten kann. 








Ich werde gelegentlich auf diesen Gegenstand zurückkommen. 


Hamburg. im October 186%. 
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Lehrsätze über das Strahlensystem erster Ordnung 
und erster Classe und den lmearen 
Strahlencomplex. 

(Von Herrn 7%. Reye in Zürich.) 


1. Fiwei collineare ebene Systeme I, &,. die ihre Schnittlinie. nich! 
aber alle Punkte derselben entsprechend gemein haben, erzeugen ein Strahlen- 
system S. Wir rechnen zu demselben jeden Strahl, welcher einen Punkt von 
> mit dem entsprechenden Punkte von >, verbindet. Von anderen Strahlen- 
systemen unterscheidet es sich dadurch, dass im Allgemeinen durch jeden Punk 
des Raumes nur einer seiner Strahlen hindurchgeht und in jeder Ebene nur 
ein solcher enthalten ist: es ist also von der ersten Ordnung und der ersten 
Classe. 

2. Haben die Ebenen >, >, einen Punkt ihrer Schnittlinie entsprechend 
semein, SO liegt derselbe auf einer Are des Strahlensystemes S, d.h. aul 
einer Geraden. welche jeden Strahl von 5 schneidel. Durch jeden Punkt 
einer solchen Axe gehen, und in jeder Ebene derselben liegen unendlich viele 
Strahlen von S: dieselben bilden einen gewöhnlichen Strahlenbüschel. Um- 
vekehrt ist jeder Punkt, in welchem zwei Strahlen von S sich schneiden. auf 
einer solchen Axe enthalten, und auch die Verbindungsebene der beiden Strahlen 
geht durch eine Axe. Das Strahlensystem hat entweder zwei sich nicht schnei- 
dende Axen, oder eine, oder keine Axe. Im ersteren Falle ist jede die Axen 
schneidende Gerade ein Strahl des Systemes S, und dieses ist durch die 
Axen völlige bestimmt. 

3. Ist s ein beliebiger Strahl des Svstemes S, so wird dasselbe aus 
je zwei Punkten ?, P, von s durch collineare Ebenenbündel projieir!. und 
von je zwei durch s gelegten Ebenen in collinearen ebenen Systemen ve- 
schnitten. Die letzteren sind durch das Strahlensvstem reciprok auf die Ebenen- 
bündel P, P, bezogen. — Zwischen je zwei Ebenen. die sich in keinem Strahle 
von 5 schneiden, wird durch das Strahlensystem eine geometrische Verwandi- 
schaft zweiten Grades hergestellt, so dass jeder Geraden der einen Ebene im 


Allgemeinen ein Kegelschnitt der anderen entspricht. Die Strahlen von 8, 
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veiche eine Curve a»! Ordnung schneiden, erfüllen deshalb im Allgemeinen 
eine Fläche 22'° Ordnung. 

4. Die sämmtlichen Strahlen von S, welche einer beliebigen Geraden 
/ begegnen, bilden im Allgemeinen eine zu / perspeclivische Regelschaar. d.h, 
die eine Schaar von Geraden eines hyperbolischen Hvperboloides oder Para- 
boloides. Drei beliebige Strahlen a, b, e des Systemes S bestimmen ein 
herelschaar ‘abe, ,„ deren übrige Strahlen auch zu S gehören. Durch 
Strahlen «a, b, 


vier 
ec, d, die nicht alle vier in einer Fläche zweiter Ordnung oder 
zweiter Classe liegen, ist ein Strahlensystem erster Ordnung und erster Classe 
völlig bestimmt. Zu demselben gehört die Regelschaar (abe), sowie jede an- 
dere Reeelschaar. welche den vierten Strahl d und zwei Strahlen von (abe 
enthält. Eine andere lineare Construction seiner Strahlen ist in (3.) angezeig! 


Die speeiellen Fälle erledigen sich durch (2.). 

9. Jede Fläche zweiter Ordnung, welche eine zu S gehörige Reeel- 
schaar enthält, geht durch die Axen des Strahlensystemes S. Sie wird von 
jedem nicht auf ihr gelegenen Strahle von 8 geschnitten oder berührt oder gar 
nicht getroffen, jenachdem S zwei Axen oder eine oder keine Axe besitzt \2... 
Zwei solche Flächen zweiter Ordnung von S haben niemals eine Curve mit ein- 
ander eemein,. sondern ausser den Axen noch höchstens zwei Strahlen von 8. 

6. Die Polarebenen eines beliebigen Punktes / in Bezue auf alle 
solche im Strahlensysteme enthaltenen Flächen zweiter Ordnung schneiden sich 
in einem Punkte P/,. und zwar ist die Gerade PP, ein Strahl von 8. Und 
die sämmtllichen Pole einer Ebene hinsichtlich jener Flächen liegen in einer 
zweiten Ebene. welche die erstere in einem Strahle von S schneidet. Die 
Punkte sowie die Ebenen des Raumes sind also paarweise einander conjugir! 
in Bezug auf alle diese Flächen *). 

‘. Hat das Strahlensystem S nur eine Axe x, so ist jedem beliebigen 
Punkte ein Punkt von x, und jedem Punkte von « sind die sämmtlichen Punkte 
einer durch « gehenden Ebene conjugirt \5.,. Besitzt dagegen das System 
entweder zwei oder keine Axen, so bilden die Paare conjugirter Punkte und 
Ebenen ein involutorisches räumliches System. Beschreibt nämlich ein Punkt 


eine Ebene, so beschreibt zugleich sein conjugirter Punkt die conjugirte Ebene. 


*) Herr Hermes hat Bd. 67, pag. 16% dieses Journals die Sätze (6.) analytisch 
bewiesen. Sie ergeben sich aus (3.), wenn die dort erwähnten collinearen E benen so 


angenommen werden. dass sie einander conjugirt sind hinsichtlich einer jener Flächen 
zweiter Ordnung. 
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Jeder Strahl von S entspricht in dem involutorischen Systeme sich selbst. und 
seine Punkte und Ebenen sind involutorisch gepaart. indem sie einander paar 
weise conjugirt sind. Keine Gerade des Raumes. ausser den Strahlen und 
\xen von S, hat mit ihrer entsprechenden einen Punkt gemein. Wenn zwei 
Axen vorhanden sind. so trennen dieselben je zwei conjugirte Punkte oder 
henen harmonisch von einander. 

Ss. Fünf beliebige Strahlen. von denen vier einem nicht dureh den 
lünften gehenden Strahlensysteme S angehören und nicht auf einer Fläche 
zweiter Ordnung oder zweiter Classe enthalten sind. bestimmen einen Strahlen- 
compler ©. Zu demselben rechnen wir alle Strahlensysteme. welche der 
[fünfte Strahl mit irgend drei Strahlen des Svstems 5 bestimmt 4... Dei 
Sirahleneomplex wird ein linearer genannt. weil die unendlich vielen Strahleı 
desselben. welche in irsend einer Ebene lieven oder durch einen beliebiven 
Punki eehen. allemal einen gewöhnlichen Strahlenbüsehel bilden. Wenn die 
veoebenen fünf Strahlen von einer sechsten Geraden #» eeschnilten werden. so 
besteht der Complex aus allen Strahlen. welche die » schneiden. Diesen 
speciellen Fall wollen wir von jetzt an ausschliessen. 

9. Wird durch den linearen Complex € jeder Ebene 7 des Raumes 
derjenige Punkt P zugeordnet. in welchem die in liegenden Strahlen von 
CU sich schneiden. so entsteht ein sogenanntes Nullsvstem. In diesem ist jedem 
Punkte eine dureh ihn gehende Ebene zugeordnet. jedem geraden Gebilde ein 
zu ihm perspeetivischer Ebenenbüschel. also auch jeder Geraden eine Gerade und 
jeder Ebene ein in ihr liegender Punkt. Jeder Strahl des Complexes Ü entsprich! 
im Nullsvsteme sich selbst. und jede Gerade. welche zwei einander zugeordnete 
(rerade des Nuilsvstemes schneidet. gehört zu ©. Zwei Paar zugeordnete 
(trerade des Auilsysiemes liegen. wenn sie sich nicht wechselsweise schneiden. 
allemal in einer Regelschaar. deren Strahlen paarweise einander zugeordnei 
und dadurch involutorisch gepaart sind. und deren Leitschaar aus Strahlen 
von Ü besteht. 

10. Ein Aullsystem ist nicht nur durch fünf beliebige. sich selbst zu- 
voeordnete Strahlen bestimmt. sondern auch durch zwei Paare einander zuee- 
ordneter Geraden. die in einer Reeelschaar liegen. sowie dureh ein solehes 
Paar von Geraden und einen sie nicht schneidenden Strahl. welcher sich selbst 
zugeordnet ist ((8.) und \9.)). Das Nullsystem ist bekanntlich auch bestimm! 


durch eine Raumeurve dritter Ordnung. wenn jeder Punkt derselben seiner 


Schmiegungsebene. also auch jede Tangente sich selbst zugeordnei wird. 


17% 


g 
x 


Rn \; 
- 2. 
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Höbius *) hat es zuerst bei Untersuchung des räumlichen Krältesystemes eni- 
deckt: je zwei Einzelkräfte nämlich, durch welche ein solches Kräftesystem 
ersetzt werden kann, wirken in zugeordneten Geraden eines bestimmten Null- 
systemes. Diejenigen Geraden. in Bezug auf welche das Moment eines solchen 
Iiräftesystemes verschwindet. sind deshalb. wie schon Möbius bemerkt, in dem 
zugehörigen Nullsysteme sich selbst zugeordnet (9.', und umgekehrt: sie bilden 
also einen linearen Strahlencomplex. 

I1. Zwei lineare Strahleneomplexe haben die sämmtlichen Strahlen 
eines Systemes erster Ordnung und erster Classe mit einander gemein. Hai 
das letztere zwei Axen. so sind dieselben in jedem der beiden. durch die 
Complexe bestimmten Nullsysteme einander zugeordnet. Zwei Strahlensysteme 
erster Ordnung und erster Classe haben im Allgemeinen eine Regelschaar 
gemein. wenn sie Bestandtheile eines linearen Complexes sind; im anderen 
Falle dagegen höchstens zwei Strahlen oder bei ganz besonderer Lage einen 
Strahlenbüschel. 

I2. Im Nullsysteme laufen alle Geraden, deren zugeordnete unendlich 
fern liegen, zu einander parallel (9.). Eine einzige » unter ihnen steht senkrecht 
auf denjenigen Ebenen. welche durch die ihr zugeordnete Gerade hindurchgehen. 
Diese Gerade » liegt mit je zwei einander zugeordneten Geraden y, g,. von 
denen sie nicht geschnitten wird, in einem gleichseitigen Paraboloid (9.), und 
schneidet deshalb die Linie des kürzesten Abstandes von g und g, rechtwinklig. 

13. Zu jedem linearen Strahlencomplexe C kann (nach 12.) eine 
einzige Gerade » construirt werden, welche auf allen sie schneidenden Strahlen 
von € senkrecht steht und die Hauptlinie des Complexes C genannt werden 
mag. Der Complex ist völlig bestimmt durch seine Hauptlinie » und einen 
sie nicht schneidenden Strahl (10.). Bilden zwei Strahlen von C mit der 
Hauptlinie » die Winkel « und «,, und haben sie von » die resp. Abstände 
a und a,. so gilt die Gleichung a.tang «= a,.tang «, = Const.; und jede 
(rerade, für welche a.tang « = Const. ist. gehört zu C. Jeder andere Complex. 
welcher aus C durch eine Verschiebung parallel zur Hauptlinie » und durch 
eine Drehung um » entsteht, hat mit C alle seine Strahlen gemein. In Bezug 
auf die Tangenten einer Raumcurve dritter Ordnung sind diese Sätze von be- 
sonderem Interesse (vgl. 10.). **) 


*) Möbius Bd. 10, pa. 317 dieses Journals. 
| pag 


Kr 


Diese Sätze (13.) können u. Ä. leicht aus einem Theoreme abgeleitet werden, 
welches Möbius a.a. O. pag. 333 über das Nullsystem bewiesen hat. 
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14. Zu einem Strahlensysteme S erster Ordnung und erster Classe 
können unendlich viele Hauptlinien construirt werden, d. h. Gerade. welche 
auf allen sie schneidenden Strahlen von S senkrecht stehen. Jede derselben 
ist die Hauptlinie eines durch S gehenden linearen Complexes, und ihr Ab- 
stand von einem beliebigen Strahle s des Systemes, multiplieirt mit der Tan- 
gente ihres mit s gebildeten Neigungswinkels, ist constant (13.). Diese Haupt- 
linien schneiden sich paarweise und werden sämmtlich von einem bestimmten 
Strahle des Systemes S rechtwinklig geschnitten. Jedoch in dem besonderen 
Falle. in welchem das System eine unendlich ferne Axe « hat, ist jede Ge- 
rade, welche auf den durch « gehenden Ebenen senkrecht steht, eine Haupt- 
iinie von 8. 

15. Ist » die Linie des kürzesten Abstandes von irgend zwei Strahlen 
einer Regelschaar, sind ferner «a und «a, ihre Abstände von irgend zwei anderen 
Strahlen dieser Schaar, und resp. «@ und «, ihre mit den letzteren gebildeten 
Winkel. so gilt die Gleichung «a.tange = a,.tange, = Const. Die Linie des 
kürzesten Abstandes zwischen » und irgend einem Leitstrahle der Regelschaar 
schneidet noch einen zweiten Leitstrahl rechtwinklig (vgl. 12.),. so dass die 


Leitstrahlen paarweise mil » auf gleichseitigen Paraboloiden liegen. 


Zürich, den 23. April 1868. 













Veber emige Eigenschaften der Trigonalzahlen. 


(Von Herrn Stern ın Göttingen.) 


) 


N) W enn p eine Primzahl ist, und man bildet die Reihe der p- 


a (ce -+1) 4 ’ 
ersten Trigonalzahlen. indem man in —— statt x die Zahlen 1, 2. 


- 


p—-?2 selzl. und nimmt die kleinsten positiven Reste der Glieder dieser Reihe 





y—1 Zu — 1 
nach dem Modul p, so geben die [ 5 ersten Glieder 5 — verschiedene 
Reste. Es versteht sich von selbst. dass keiner dieser Reste Null sein kann 
9 —1 2 x 0 tee 
Der Rest des Mittelgliedes — kommt nicht noch einmal vor, die übrigen 


Reste wiederholen sich aber bei den foleenden Gliedern in umgekehrter Ordnung 


en RR z(cs+1 v(y+-1) |, . 
Wäre nämlich —- BR: = „aus ——- (mod. p). während mindestens 
: R p—1 . 
eine der Zahlen x. y kleiner und die andere nicht grösser als — ist, 
so würde daraus (e—y)(2-+y+1) = 0 folgen. was nicht sein kann. Da- 
z(2-+-1) yly--1 we 
gegen ist ——, - ED „ wenn y=p—(c-+1)*). 
p m 
Diese verschiedenen Reste sollen frigonale Feste heissen. die 
.. . | r . ‘ ı . ro 
übrigen -——;— Zahlen aus der Reihe 1. 2,... p— 1 dagegen trigonale Nicht- 


reste. In weiterem Sinne werden dann auch die Zahlen, welche einem tri- 
gonalen Reste oder trigonalen Nichtreste congruent sind, bezüglich als trigonale 


Reste oder trieonale Nichtreste bezeichnet. 


) —1 
Der Rest des Mittelgliedes soll M heissen, also M u und 
SW —1, d.h. es ist SM und folglich auch 2M ein quadratischer Rest oder 


quadralischer Nichtrest, je nachdem p = 4n-+1 oder p = 4»+3, demnach 4 
quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest, je nachdem p gleich 8»+1. 8”-+9 


*) Man vergleiche auch Bd. 61, p. 74 dieses ‚Journals. 
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oder gleich 82+95, 8”+T ist, d. h. je nachdem —2 ein quadratischer Rest 
oder quadratischer Nichtrest ist. 

2) Die Frage, ob eine gegebene Zahl ein trigonaler Rest ist. lässı 
sich auf die Frage zurückführen, ob eine gegebene Zahl ein quadratischer 
Rest ist. Soll nämlich % ein trieonaler Rest sein. und ist nicht 7 — M. so 
muss es eine Zahl 2 < 5 ia geben, für welche die Congruenz ! l; 


| ha 


statt hat, also (22+1)° S%+1. Soll k ein trieonaler Rest sein. so muss 
milhin S%-+1 ein quadratischer Rest sein, ist umgekehrt 8% +-1 ein quadratischer 


En 1 ’ 
Rest. also 22+1), we 2<- -. so ist A ein trigonaler Rest. Die 


5) 
Zahl k ist also überhaupt ein trigonaler Rest oder trigonaler Nichtrest. je 
nachdem 8%+-1 ein quadralischer Rest oder quadratischer Nichtrest ist. ab- 
oesehen von dem Falle wenn k= M. 

Aus den I!rigonalen Resten findet man demnach. mit Vernachlässieune 
der Vielfachen von p, die quadralischen Reste, indem man erstere mit 8 
multiplieirt und die Einheit addirt. Nur einen quadratischen Rest findet man 


auf diese Weise nicht. nämlich wenn man MH mit 8 multiplieirt und die Ein- 


heit addirt. da sU 1 0. Dieser fehlende quadratische Rest ist die Einheit: 
veäbe es nämlich einen trigonalen Rest #, für welchen 8%--1 I. so wäre 


sk = 0, während k<p. 

Ebenso findet man die quadratischen Nichtreste aus den trigonalen 
Nichtresten,. indem man leiztere mit S multiplieirt und die Einheit addirt. Ist 
nämlich / ein irigonaler Nichtrest. so kann nicht S/+1 ein quadralischer Rest 
sein, da aus S!+1 = (2r+1), d. h. / SET folgen würde, dass / ein 
trigonaler Rest ist. 

Da 16M =: —2 oder S.2N-+1 == —1, so folgt, dass 2M ein trigonaler 
Rest oder trigonaler Nichtrest ist, je nachdem p gleich 42-—+1 oder 4»-+3. 
Mithin ist 2M zugleich quadralischer und trigonaler Rest oder quadralischer 
und trigonaler Nichtrest (1.). 

3) Ist 2M—%k ein trigonaler Rest, also nicht k=:2M, so ist auch 
I6M—8Sk+1 ein quadratischer Rest. aber 16M = —?2: also ist dann auch 
—(85+1) ein quadralischer Rest, und daher 8%-+-1 zugleich mit —1 ein 
wuadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest. Ist dagegen 21 —%k ein tri- 
gonaler Nichtrest, so folgt ebenso. dass 84+ 1 ein quadratischer Rest oder 
quadratischer Nichtrest ist. je nachdem — 1 ein quadralischer Nichtrest oder 


quadralischer Rest ist. Nun ist aber 84+1 auch ein quadratischer Rest oder 


ER A ee ie men 


EEE IE a RTÄÄRTETE E 
SEE we a & 


euer” TER LEE EEE DT ERTE  eR 
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quadratischer Nichtrest, je nachdem 4 ein trigonaler Rest oder trigonaler Nicht- 
rest ist. Ist also p = 42441, so sind die Zahlen k und 24 —%k zugleich tri- 
vonale Reste oder trigonale Nichtreste, ist dagegen p = 4n+3. so ist die ein: 
dieser Zahlen ein trigonaler Rest, die andere ein trigonaler Nichtrest. Nun 
ist 2M ein trigonaler Rest, wenn p = 4»+1 ($. 2.). es findet sich also unteı 
den trigonalen Resten eine Zahl k 24 (oder 2M selbst). Abgesehen von 
dieser Zahl und der Zahl M, werden sich daher die übrigen 2»—2 trigonalen 


Reste immer paarweise so zusammenstellen lassen, dass die Summe jedes 


Paares 2M ist, und die 2» trigonalen Nichtreste werden sich ebenfalls 
paarweise so zusammenstellen lassen, dass die Summe jedes Paares 2a 


ist. Ist z.B. p= 17, so sind die trigonalen Reste 1. 3, 6. 10, 15, 4, 11. 2 
Hier ist 4 = 2, lässt man also die Zahlen 2 und 4 bei Seile, so bilden di: 
übrigen Irigonalen Reste die Paare 1. 3: 6. 15: 10. 11: so dass die Summe 
jedes Paares 4 ist. Die trigonalen Nichtreste sind 5, 7. 8. 9. 12. 19. 
14. 16, sie bilden die Paare 5. 16: 7, 14: 8.13; 9. 12. Ist dagegen p=4n-+9». 
so ist 24 ein trigonaler Nichtrest. sondert man daher M von den trigonalen 
Resten und 2] von den trigonalen Nichtresten ab, so kann man die übrigen 
Irigonalen Reste und trigonalen XNichtresie immer so paarweise zusammen- 
stellen, dass die Summe eines Restes und eines Nichtrestes 2M ist. Is 
z.B. p = 19, so sind die trigonalen Reste 1, 3, 6. 10. 15. 2. 9. 17. 7 um 
die trigonalen Nichtreste 4, 5, 8, 11, 12. 13, 14. 16, 18. Hier ist NM =1. 
2M = 14, sondert man diese zwei Zahlen ab, so hat ınan folgende aus einen 
Reste und einem Nichtreste bestehende Paare, deren Summe 14 ist. nämlich 
i. 18; 3,231: 5,9: 8: 8 2,78: 8.5; 17, 18. 

Diese Zusammenstellung in Paaren ist nur auf eine einzige Art möglich 
Denn setzt man 217 —% statt k, so erhält man A statt 2M —K. 

Es folgt hieraus weiter, dass. wenn p = 4»-+1. die Summe eines tri- 
eonalen Restes a und eines trigonalen Nichtrestes b niemals 2M sein kann 
Denn jedenfalls giebt es einen trigonalen Rest a’, so dass a+ta' ==2M, es 
müsste also «a = b sein. Ebenso folgt. dass. wenn p=An-+3, niemals die 
Summe zweier lrigonalen Reste oder zweier trigonalen Nichtreste ==2M sein kann 

4) Ist M eine gerade Zahl. so selze man - —h, ist M ungerade. so 

. M-+p ’ - i i 
sei —,—- —h, so dass jedenfalls % eine ganze Zahl ist. Unter dieser Vor- 
ausselzung gilt der Salz: 


Die Summe der trigonalen Reste ist immer = h (mod. p). 
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0:4 u r—1 41' 11 
Es ist nämlich 4M = a “ — nis — 8h.  Bezeichnet man 


7 


nun die trigonalen Reste durch 4,, ,...t,_, und die quadratischen Reste durch 


Anlay--- d,_, 80 ist ($.2) 





> 


8, +14+856, +14 +8,41 =8(htbt + + —- =a+0+ + +a,_,—1: 
aber ++ a,—ı or 0. also 
| | p+1 
+ _Pri gg 


me 1 Are 5) . 
mithin 


u, rhT'“1 b,—ı —E ; 
Bezeichnet man die Summe der trigonalen Reste und der trigonalen Nichtreste 
bezüglich durch IR und IN, so ist FR + N 0, mithin 
SR==h, ZN=-h, ZR—-IN:=M, 
es kann also niemals die Summe der trigonalen Reste der Summe der trigo- 
nalen Nichtreste congruent sein. 

Da 2M ein quadratischer Rest oder ein quadratischer Nichtrest ist, je 
nachdem p gleich 4»+1 oder 4n+3, so gilt dasselbe auch von Ak und daher 
auch von IR, dagegen ist IN immer ein quadralischer Rest, ausgenommen 
wenn p= 3. indem dann FR=1 ein quadralischer Rest und FX\=2 ein 
quadratischer Nichtrest ist. 

5) Man bezeichne durch PR und PN bezüglich das Product aller 
trigonalen Reste und aller trigonalen Nichtreste, dann hat man 


Pa 42! 


2 . 
wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem p gleich S»-+-1, 


Sn+3 oder 82 +5. Sn+T. 


Bezeichnet man nämlich durch f(x, das Product RR n 








p—1 u 
so it PR = g® 5 )- Nun ist 


„ _ @+Dr za@e-N @-Ne-29 @+N)2’(—-1)°...2°.4 
Fe he P—1) 


) — 


2 2 2° ? 








*) Ausgenommen ist jedoch der Fall, wenn p=3, weil dann der einzige qua- 
BE 


‘) u 


dratische Rest a, =1 nicht =0 ist, mithin 8, = 





—dhunddt, =—h. 
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—1 
also. wenn £ N A und Q das Product aller quadratischen Reste bedeutet. 
E: 
P+I.g 
FR Een 
aut 
2 2 
Nun ist bekanntlich OQ==1 oder = —1, je nachdem p gleich 4»+3 oder 4n-+1. 
he 
und 2° Il oder :—1, je nachdem p gleich 8r-H1. 8n+7 oder 8n+3, Sn-+5, 


np 1 + - ; u. 5 N 
also PR "e- oder -5 „ je nachdem p gleich S2+9,8n-+7 oder 8»-+1,82-+3. 
Da PR. PN ==1.2.3...(p-N)=-—1, so folet PN=2 oder PN =—2, 
je nachdem p gleich 82-+1, 8n-+3 oder 82-5, 8r+7. Man hat also jedenfalls 


APR+PN =. 


6) Ist p gleich Sn+1 oder 82+5, so enthalten die trigonalen Reste eben- 
so viel quadratische Reste als quadratische Nichtreste, also im ersten Falle 
2n quadratische Reste und 2» quadratische Nichtreste, im zweiten 2n+1 
quadratische Reste und 2»+1 quadratische Nichtreste. Ist p=8»+T7, so ent- 
halten die trigonalen Reste 22-1 quadratische Reste und 2»+2 quadratische 
Nichtreste, dagegen 2n-+1 quadratische Reste und 2% quadratische Nichtreste, 
wenn p = 8»+3. Soll nämlich ein trigonaler Rest zugleich ein quadratischer 


u (ce +1 - ui 2 A x 
Rest sein. so muss =, Au). = a oder (?2z-+1) = Sa’+1 sein. Setzt man 
2a—=b, so hat man mithin (2x-+1)’—2b’ = 1, es ist also die Frage, wie viel 
lösungen die Congruenz 


(C.)  X?°—2Y’ = 1(mod.p) 


zulässt, wenn X und Y nur eine der p Zahlen 1.2,... (p— 1), p sein können. 
Nun hat bekanntlich die Congruenz 


X’+AY-+B=0  (mod.p). 


wo A und B ganze (positive oder negative) nicht durch p theilbare Zahlen, 

und X, Y ganze positive Zahlen, die nicht grösser als p sind, bedeuten, ent- 
„ u 

weder p-+(—1)° Lösungen, oder p-+(—1) ° Lösungen, je nachdem A ein 

quadratischer Rest oder ein quadratischer Nichtrest ist. Die Congruenz (C.) hal 

demnach 8» oder 82-+4 Lösungen, je nachdem p gleich Sn+1 oder 8n-+3, da- 

vegen 8” +6 Lösungen, wenn p gleich 8S2+5 oder Sn+7. 


*) Man vergleiche Bd. 9, pag. 183 dieses Journals. 
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In der gegenwärligen Betrachtung sind aber nicht alle diese Lösungen 
brauchbar. Zunächst sind nämlich diejenigen auszuschliessen. bei welchen 
Y=p, da Y eine gerade Zahl 2a sein soll. Setzt man ferner vorläufig 
diejenigen Lösungen bei Seite, bei welchen X=p ist. so lassen sich die 
übrigen Lösungen immer in Gruppen von je vier zusammenstellen. Sind 
nämlich X= « und Y=/ Werthe,. welche der Congruenz (Ü.) genügen. so 
hat man noch ausserdem die Lösungen \=p—eo,Y=/P: A=a,Y=p—P: 
X=p-a,Y=p-—f. Von diesen vier Lösungen kann aber hier nur eine 
einzige gebraucht werden. Da nämlich, je nachdem « gerade oder ungerade. 
p—« ungerade oder gerade ist, und je nachdem 5 gerade oder ungerade. 
p—P ungerade oder gerade ist, so werden bei zwei dieser Lösungen X und 
Y zugleich gerade oder zugleich ungerade sein. bei einer wird A gerade 
und Y ungerade sein, und bei einer X ungerade und Y gerade Es kann 
aber hier nur die letzte Lösung gebraucht werden, da A= 2r+1.Y - 2a. 

Ist nun p gleich S8n+1 oder 8x»+3. so kommen unter den Lösungen der 
Congruenz (C.) nicht bloss die zwei vor, bei welchen Y=p, mithin A’—1 0. 
d.h. X=1 oder X=p-—1, sondern auch die zwei, bei welchen X =», in- 
sofern die Congruenz 2Y’ = — 1 alsdann zwei Lösungen Y=y und Y=p—y 
hat. Zieht man zunächst diese vier Lösungen von den sämmtlichen Lösungen 
ab. so bleiben noch 8» —4 Lösungen. wenn p=8r+1. und Sr Lösungen. 
wenn p = 8n-+3. Von diesen können also im ersten Falle nur 2»— 1 und 
im zweiten nur 2» gebraucht werden. Da ferner die zwei Lösungen, welche 
zu Y=p gehören, wegfallen, und. wenn X=p, von den entsprechenden 
Werthen Y=y, Y=p—y nur derjenige gebraucht werden kann. bei welchem 
Y eine gerade Zahl ist. so kommt nur noch eine Lösung hinzu. Die Gesamm!- 
zahl der hier brauchbaren Lösungen ist also 2r» oder 2» +1, je nachdem 
p gleich Sn-+1 oder S8n-+3. 

Ist dagegen p gleich 8»-+-5 oder 8n-+7. so findet die Congruenz 2Y I 
nicht statt, die beiden Lösungen. welche X=p entsprechen würden. kommen 
also unter der Gesammtheit der 8» -+6 Lösungen nicht vor. Es sind mithin 
nur noch die hier nicht brauchbaren zwei Lösungen abzuziehen. welche zu 
Y=p gehören, so dass nur noch 8n+4 Lösungen übrig bleiben. von welchen 
der vierte Theil, also 2»-+1 Lösungen, hier gebraucht werden können. 

Z.B. für p=17 sind die trigonalen Reste 1. 2. 3. 4. 6. 10, 11, 15. 
unter diesen sind 1. 2, 4. 15 quadratische Reste. Für p = 19 sind die tri- 
7. 9. 10. 15, 17. unter diesen sind 1. 6. 7. 9. 17 

48 ’ 


gonalen Reste 1.2. 3. 6, 
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quadratische Reste. Für p=23 sind die trigonalen Reste 1. 3. 5. 6, 9. 10. 
13. 15. 20, 21, 22, unter diesen sind 1. 3. 6, 9, 13 quadratische Reste. 
Für py=?29 sind die trigonalen Reste 1, 3, 4, 6. 7, 8, 10, 15. 16, 18, 20, 
21. 26, 28, unter diesen sind 1. 4, 6, 7. 16. 20, 28 quadratische Reste. 
‘) Nennt man zur Abkürzung die Zahlen, welche aus den Trigonal- 
zahlen entstehen, indem man letztere mit 2 multiplicirt, Bitrigonalzahlen , so 
erhält man die kleinsten positiven Reste der ersten p—?2 Bitrigonalzahlen. 
nach dem Modul p, indem man die ersten p —2 trigonalen Reste mit 2 mul- 
tiplieirt und die Vielfachen von p vernachlässigt. Es ergiebt sich hieraus 
So hu ersten dieser Reste unter einander verschieden 


10% y— 11\te 
sind. sie sollen bitrigonale Reste heissen, dass der (i 5) Rest nur einmal 


vorkommt und daher das Mittelglied heissen soll, während die übrigen Reste 


unmittelbar. dass die 


sich nach dem Mittelgliede in umgekehrter Ordnung wiederholen. Verschiedene 
Kigenschaften der bitrigonalen Reste, welche sich auch direct leicht beweisen 
lassen. können aus den oben erwiesenen Eigenschaften der trigonalen Reste 
abgeleitet werden. So ergiebt sich, dass die Summe der bitrigonalen Reste 


pP Mm » a Pe 1 1 DW a) ‚ 

rk we oder = — u; .„ jenachdem 
p gleich An»-+1 oder 4»-+3, dass unter den bitrigonalen Resten 2» oder 2n-+1 
quadratische Reste vorkommen, je nachdem p in einer der Formen 82-+1, 


82-93 oder S»-+5,. Sr-+T enthalten ist. 


= M. dass das Product dieser Reste 


5) Aus dem Vorhergehenden ergiebt sich der Beweis eines Satzes 
von Eisenstein, welchen man in diesem Journale (Bd. 27, p. 283) findet. 

Ist nämlich p eine Primzahl von der Form 4»+1, g eine primitive 
Wurzel für den Modul p, und bezeichnet man durch a, b, ce, d bezüglich die 
Anzahl der Glieder in der Reihe der p—2 ersten Bitrigonalzahlen, deren 
Indices von der Form 4s, 4s+1. 4s+2. 4s+95 sind, so ist 

(a— ec) +(b-d) = p. 

Um dies zu beweisen, vertheile man die bitrigonalen Reste in 4 Gruppen A, 
B, ©, D, je nachdem diese Reste zu einem Index von der Form 4s, 4s+1, 
As +2, 4s+3 gehören. Sei a’, b', c’, d’ bezüglich die Anzahl der verschiedenen 
bitrigonalen Reste, welche zu der Gruppe A, B, C, D gehören. Den zu 
diesen vier Gruppen gehörenden Resten entsprechen also bezüglich die Con- 


' \ + 
gruenzen z(c+1)= g 


sz(c+1l): get; 2(c+1)= g®; (+1): ee, 


oder (2r+1” = 4"+1; Rae+l’=A4gr+1; (Rated +1; 
2e+1) = 4gr’+1. 








- 
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9) Sei nun zuegst p=®n-+1, also 4 ein biquadratischer Rest; statt 


der letzten Congruenzen kann man also auch schreiben: (2r +1) = g" +1: 
Le’ = g""+1; Rear) Hl; er eg+. 
. s ao. ef 
Das Mittelglied der bitrigonalen Reste, welches ! it, und 


mithin ebenfalls ein biquadratischer Rest, gehört demnach zur Gruppe A. 
Bedient man sich der Bezeichnung, welche Gauss in der theoria resid. 

biquadr. (comment. 1 art. 15 ff.) anwendet, so ergiebt sich Folgendes. In der 
Congruenz 

(J. Rz) = r+1 
ist (22+1)? entweder = g“ oder == g", im ersten Falle sind die Lösungen 
dieser Congruenz unter den Lösungen der Congruenz 1-+-«+/==0 enthalten, 
deren Anzahl, nach Gauss, gleich i gesetzt wird; im zweiten Falle sind die Lö- 
sungen der Congruenz (J.) unter den Lösungen der Congruenz 1++y 0 
enthalten, deren Anzahl gleich m gesetzt wird. Bei der Gongruenz 

K) Rah) = "r+Hl 
ergiebt sich ebenso, dass die Lösungen derselben entweder unter den Lösungen 
der Congruenz 1+«+0d 0 enthalten sind, deren Anzahl gleich / gesetzt wird. 
oder unter den Lösungen der Congruenz 14/540 0, deren Anzahl gleich m 
ist. Nun ist die Anzahl der Lösungen der beiden Congruenzen (J.) und (K. 
zusammengenommen gleich b’+d', dies ist aber die Anzahl der quadratischen 
Nichtreste. welche unter den bitrigonalen Resten vorkommen, also nach $. 7 

b’+d = 2n, 
es ist aber auch, wie Gauss (a.a.O art. 16) beweist, 
i+m+l+m = Rn, 
mithin 
b’=i+m; d’=I!-+m 


und 
b—-d = i-l. 


Da aber jeder bitrigonale Rest, welcher zu einem Index As-+1 oder 4s+3 

gehört, in der Reihe der ersten »y—2 Bitrigonalzahlen doppelt vorkommt, so 

ist der Unterschied der Anzahl aller dieser bitrigonalen Reste, welche zu 

einem Index von der Form A4s+1 oder von der Form 4s+» gehören, 

2(b'’—d') gleich 2(i—!) oder, wenn man 25’ gleich b, 2d' gleich d setzt. 
1.) b-d = ?li—!l). 

Für die Congruenz 


L) @x+1) = g"+1 
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ergiebt sich ebenso. dass ihre Lösungen entweder unter den Lösungen der 
Congruenz 1+«@+«'==0 enthalten sind. deren Anzahl Gauss gleich h setzt. oder 
unter den Lösungen der Congruenz 1+«+7=0, deren Anzahl gleich k gesetz) 
wird. Auszunehmen ist jedoch der in der Congruenz (L.) enthaltene Fall. 


wo X 2 mi. ist, welcher also zu dem Mittelgliede der bitrigonalen Reste oe- 
hört, indem alsdann (22+1)'=0 und g"+1== 0, welche Congruenz weder 
in 14+@+0@=20 noch in 1+«@-+y==0 enthalten ist. Ferner sind die Lösungen 
der Congruenz 

(M) (Rz-+1) = g"’+1 
entweder unter den Lösungen der Congruenz I+«e+y == 0 enthalten, deren 
Anzahl gleich k ist, oder unter den Lösungen der Congruenz 1+47+y =0. 
deren Anzahl ebenfalls gleich # ist. Nun folgt aus den Gaussischen Formeln 

h+k=ın—1-i—1!=Rm—-1=2n —2k-1, 
also 
h+k+k+k=-h+3k=2n—1. 
Die Anzahl der Lösungen der zwei Congruenzen (L.) und (M.) zusammen- 
voenommen ist aber, wenn man den oben erwähnten Ausnahmefall nicht mit- 
rechnet, «—1-+.c', und nach $.7, da a-+c‘ die Anzahl der quadratischen 
Reste ist, welche unter den bitrigonalen Resten vorkommen, 
a+c—1=%n—1. 
also 
a—l=h+k; dC=R% 
und 
a—c—1=h-k. 

Der Unterschied der Anzahl der Reste der ersten p—?2 Bitrigonalzahlen. 
welche zu einem Index von der Form 4s oder 4s+2 gehören, ist aber, da 
das Mittelglied, welches nur einmal vorkommt, zur Gruppe A gehört, 

2d—1—2cC =2(h—k)+1. 
Setzt man 2a —1=a, 2cC=c, so ist mithin 

1.) a—ce=2[h-k)-+1. 
Nun ist, wie schon oben bemerkt wurde, A+k=2m—1, also h-k=2 (m—k)—| 
und 2(k—A)+1 = 4(m—k)—1, mithin 

2 a—k)+1]Y = [Alk—m) +17. 

Da nun nach Gauss (a. a. 0. art. 18.) 


p= |4(k-m) +1 + 4m)", 


| 
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so folgt aus (l.) und (1l.) 
AI.) p= (a-c)+(b-d). 

10) Ist zweitens p = 8n-+5, so ist 4 ein quadratischer und kein bi- 
quadratischer Rest, dasselbe ist bei —I der Fall, das Mittelglied der bitri- 
gonalen Reste ist daher wieder ein biquadratischer Rest und gehört zur Gruppe 
A. Statt der Congruenzen 
2’ =4gHl; (Aal) Edit H; Rare"; (der) iger 
kann man nun bezüglich die Congruenzen 


Hl’ eg; ReH)’=g"r+l; RacH)=g" Hl; RcH)segr'H 

schreiben, welche also, der Reihe nach, zu den Gruppen A, B, C, D, ge- 

hören. Mit Benutzung der Gaussischen Bezeichung ergiebt sich hier Folgendes. 

Die Lösungen der Congruenz (2z+1) = g"''+1 sind nun, je nachdem 
A. 


“ist, unter den Lösungen der Congruenz 14P-+y 0 


2c+1)=g" oder =g 
oder der Gongruenz 1-+«+7 0 enthalten, deren Anzahl bezüglich m und 
! ist. Die Lösungen der Congruenz (2x-+1)'=g" "+1 sind, unter denselben 
Voraussetzungen, unter den Lösungen der Congruenz 14+-+-0d 0 oder der 
Congruenz 1+0-+Jd 20 enthalten. deren Anzahl bezüglich m oder ö ist. Nun 
ist nach $.7, für p = 8n-+9. 
b+d = &ınHl. 

aber nach Gauss (a. a. 0. art. 20.). 

m+!i+m+i = 2n-+1. 
mithin ’=/+m; d=i+m und d—b' =i—/, oder, wenn man wieder 2b’ gleich 
b, 2d' gleich d setzt, 

IV.) d-b=?Rl-—!). 


Ferner sind die Lösungen der Congruenz (22+1)'== g” +1 unter den Lö- 
sungen der Congruenz 1+0-+7y==0 oder der Congruenz I+ae+a 0 
enthalten. deren Anzahl bezüglich % und # ist. Die Lösungen der Congruenz 
22+1)’22g**"+1 sind in den Lösungen der Congruenz !+y+7'= 0 oder 
!I+@+7==0 enthalten, deren Anzahl in beiden Fällen =%h ist. Doch ist 


wieder der dem Mittelgliede der bitrigonalen Reste entsprechende Fall, wenn 


I — 1 r . ’ ın ' 
= rad ist, auszunehmen, welcher in keiner der zwei Congruenzen I+y1y 0. 
I+a@-+7 == 0 enthalten ist. Nun ist, nach $.7. «—1+e 2» und nach 


Gauss (a. a0. art. 20) 
| h+k=2n+1-—-(i+]) 


) = 9m, 
i 2h = 2n— 2m, 


V. 
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380 Stern, über einige Eigenschaften der Trigonalzahlen. 


demnach 3h+k=2n. Hieraus folgt € = h+k, MA=-M und de —A-h— 
also 2 «d— ed —1)+1=2(h—k)+1. Aus den Gleichungen (V.) folgt 

h—k=R(n—?2m) =2 (h— m). 
Mithin 

2(a—1—-e)+1=4(h-m)+1, 
und wenn man 2@’—1 gleich a, 2e' gleich e setzt, 

a—c = 4(h—m)-+1. 

Da nun. in diesem Falle, nach Gauss 

p= [Alh—-m)+17+4G—N), 
so ist auch 

VL.) p= la-ec)+(b—-d). 
Die Formeln (II.) und (VI.) enthalten den Eisensteinschen Satz. Es ergieb! 
sich übrigens aus dem Vorhergehenden von selbst, dass der Satz ebensowohl 
auf die Trigonalzahlen als auf die Bitrigonalzahlen bezogen werden kann. 
Bezeichnet a”, b’, ec”, d” die Anzahl der Glieder in der Reihe der ersten 
p—?2 Trigonalzahlen, welche bezüglich zu den Indices 4s, 4s +1, As+2, 4s+3 
vehören, so ist, wenn p=4n-+1, 

p = (a —c" + (b"—d")*. 

Ist nämlich p =S8r-+1, so ist, je nachdem 2 zu einem Index von der Form 
4s oder von der Form 4s+2 gehört, @ =a, b"=b, d"=c, d’=d oder 


„ 


Te ET Er en 

Ist p=8rn+5, so ist, je nachdem 2 zu einem Index von der Form 
4s+1 oder 4s+3 gehört, a =b, b"=c, ce" —=d, d"=a oder a’ =d, b"=a, 
c'=b, d’=e. Mithin jedenfalls 


a \2 3 ' \2 \2 ; \2 
(a — ec" +(b"—d")” = (a—c)”’+{b—-d). 


(Göttingen, den 1. März 1868. 
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